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说 


此 丛书 是 以 数学 、 计 算数 学 .概率 统计 及 有 关 专 业 的 高 
年 级 学 生 、 研 究 生 、 青 年 教师 及 数学 研究 工作 者 为 读者 对 象 
的 出 版 物 。 丛 书 特点 是 内 容 新 颖 ,力图 反映 现代 数学 的 新 成 
就 ， 叙述 精练 , 约 相当 于 一 学 期 周 学 时 为 3 的 研究 生 课 程 的 
取材 。 我 们 编辑 出 版 此 从 书 的 主要 目的 是 为 了 适 应 我 们 国 
家 培养 研究 生 的 需要 ， 同 时 ， 又 可 作为 数学 及 有 关 RAB 
年 级 选修 课程 的 参考 书 ,为 提高 本 科 生 的 教学 质量 贡献 一 份 
力量 。 

我 们 诚 嫩 地 希望 广大 读者 对 于 书目 的 选择 ,内 容 的 取 
材 提 出 宝贵 意见 ， 作 为 我 们 今后 出 版 或 再 版 时 的 参考 。 


《北京 大 学 数学 丛书 》 编 委 会 
一 九 八 一 年 元 月 
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数论 是 数学 中 一 个 重要 的 分 支 。 数 论 钝 是 古 江 的， 又 是 永远 
年 轻 而 活 跃 的 。 它 是 吉 老 前 ， 因 为 它 研 究 的 对 泉 是 自然 数 ， 这 可 
以 说 是 数学 研究 最 早 的 和 最 基本 的 对 象 。 数 论 向 人 们 提出 了 不 少 
问题 ， 站 一 些 问题 解决 之 后 ， 常 常 是 一 批 新 的 、 喝 为 深入 的 问题 
又 被 提出 ， 这 就 使 数论 一 让 是 引起 数学 家 关心 前 一 个 领域 ， 同 时 
也 吸引 着 一 批 又 一 拢 年 轻 的 数学 工作 者 为 解决 这 些 有 趣 的 问题 而 
努力 工作 。 不 仅 如 此 ， 在 数论 的 发 展 过 程 中 ， 随 着 研究 的 日 得 深 
入 ， 它 与 数学 前 其 它 分 支 的 联系 也 念 来 优 广 泛 而 客 切 ， 这 就 更 显 
示 出 数论 在 整个 数学 中 的 重要 地 位 。 因 而 我 们 说 ， 它 永远 年 轻 而 
活跃 。 

在 上 个 了 世纪末，Hilbert 在 他 的 “Zahlbericht» 中 一 方面 总 结 
了 数论 让 到 十 九 世 纪 的 发 展 ， 同 时 指出 重要 的 研究 方向 。 本 世纪 
HM, ÉRHÈRT, Furtwingler, % HSU Artin 等 人 建立 
了 类 域 论 六 及 三 反 律 ， 使 数论 的 发 展开 始 了 一 个 新 的 阶段 。 到 四 
十 年 代 ，A Weil 提出 了 他 著名 的 猜想， 指出 了 数论 与 代数 几 何 
前 内 在 联系 ， 这 不 但 促进 了 代数 几何 的 巨大 发 展 ， 而 且 为 数论 的 
Tt RFT KP RHA, MBA IT RY aR ERR, 
而 在 七 十 年 代 前 后 ，R Langlands 提出 了 一 系列 疡 的 猜想 ， 指 出 
了 群 的 表示 论 与 自 宁 形 式 的 联系 ， 为 数论 前 进一步 研究 提出 了 一 
个 新 前 思想 与 计划 。 由 于 它 的 重要 性 ， 人 们 称 之 为 “Langlands if 
RI” X"Langlands 思想 ?。 近 二 十 多 年 来 ， 数 论 在 这 方向 取 得 的 
大 量 重 要 的 成 果 证 实 了 “Langlands 计划 ”不 但 是 正确 的 ， 而 A 
是 极其 深刻 的 。 

由 于 “Langlands 计划 2 涉及 到 数学 的 分 支 很 多 ， 所 以 为 了 


A i$ Langlands 的 想法 ， 学 习 现 在 的 文献 ， 如 Jacquet-Langlands 
拘 专 车， 就 需要 先 掌 握 大 量 的 预备 知识 ， 这 就 给 初学 者 带 来 很 大 
的 困难 。 

1986-# RAN GR PLAKFOREFKRRKARHFE, 16 — 
MER CR c EAE 22 “Langlands 计划 ”的 基本 思想 。 他 通 
过 一 个 特殊 情形 ， 即 二 阶 算 阵 群 的 表示 论 对 自 守 形 式 理论 的 应 用 
来 说 明 一 般 理 论 的 思路 ， 尽 可 能 用 较为 初等 的 方法 ， 其 中 有 些 结 
果 是 第 一 次 公开 发 表 的 。 当 时 讲课 的 效果 是 好 的 。 

现在 ， 黎 景 远 孝 投 与 蓝 欢 中 教授 合作 ， 把 当时 的 讲稿 加 以 整 
理 并 适当 和 补充， 写成 这 本 书 。 我 相信 ， 这 本 书 的 出 版 能 使 更 多 的 
人 得 到 好 处 。 为 此 ， 我 感到 非常 高 兴 。 


丁 石 孙 
1989 年 10 月 于 北大 中 关 园 
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在 大 自然 中 有 很 多 周期 现象 ， 我 们 用 周期 函数 来 描述 这 些 现 

象 。 周 期 函数 sin znz 的 周期 是 整数 群 Z ， 即 是 说 ， 对 整数 1， 
sin 2x (n +2) =sin 2xz, 
Z 是 个 简单 的 交换 群 。 假 如 一 个 复杂 的 现 RH 周期 了 是 一 个 类 
似 Z( 不 一 定 交换 ) 的 群 ,例如 全 是 系数 是 整数 且 行 列 式 等 于 1 的 
2 x 2 矩阵 群 SL(2,Z)， 则 我 们 便 会 问 ， 是 否 存在 以 个 为 周期 ,类 
似 sin 2rz 的 函数 f? 即 是 说 ， 对 YET， 
f(y + z) = fC), 

这 样 的 函数 我 们 称 它 为 模 函 数 。 模 函数 便 是 研究 以 矩阵 群 为 周期 
的 现象 的 工具 .如 果 现 象 空间 是 高 维 流 形 ， 则 相应 于 模 函 数 的 微 
分 形式 便 是 自 守 形 式 了 。 

模 函 数理 论 在 本 世纪 初次 基 在 Poincare 和 Hilbert, Klein 学 
派 的 工作 上 ，30 年 代 的 主要 工作 者 E E.Hecke HH. Petersson. 
随 之 而 来 的 重要 工作 是 C.Siegel,，H.Maass, A.Selberg,A.Weil, 
G „Shimura, L.Piatetski-Shapiro, P.Deligne, R.Langlands # A 
做 的 。 在 70 年 代 Langlands 提出 把 李 群 无 限 维 表 示 理论 用 作 研 究 
自 守 形式 的 工具 ， 整 个 领域 因此 而 变 得 更 加 活 EK. A Jacquet- 
Langlands 的 专著 出 版 至 今 ,表示 论 方法 已 发 展 为 人 们 所 共 知 的 工 
具 。1983 年 美国 科学 院 给 总 统 的 报告 书 说 , "Klein 在 1972 年 所 提 
出 的 Erlangen 计划 引起 一 个 世纪 的 发 展 ， 今 日 最 能 继承 Erlangen 
计划 的 便 是 自 守 形 式 理论 中 的 Langlands 计划 。” 

本 书 透 过 一 个 简单 的 非 交 换 群 ，2 x 2 矩阵 群 ， 介 绍 无 限 维 李 
群 表示 论 的 方法 在 自 守 形式 理论 中 的 应 用 。 本 书 所 采用 的 观点 和 
论证 的 方法 是 为 了 帮助 读者 明白 一 般 高 维 的 情形 ， 以 为 开展 未 来 
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的 工作 而 铺路 。 在 许多 方面 我 们 和 Jacquet-Langlands 的 经 典 教材 
不 同 。 比 如 ， 在 讨论 GL(2,R) 的 表示 时 我 们 是 用 现在 通行 的 (9， 
K ) 模 理论 ， 在 研究 p 进 域 上 的 矩阵 群 表示 时 ， 我 们 用 Jacquet 模 
理论 而 不 直接 谈 Kirilov- Whitaker 理论 以 减轻 读者 的 负担 ， 我 们 
先 介绍 拓扑 群 的 群 代数 以 帮助 读者 明白 Hecke 代数 ， 除 了 给 出 自 


守 形 式 的 定义 外 我 们 还 列举 例子 以 便 与 经 典 理 论 作 比较 ，…… 。 
除 此 ,我 们 又 给 出 了 GL(2,R) 的 表示 分 类 的 初等 证 明 ，Adele 群 上 
的 单元 Eisenstein 级 数 的 理论 ，Arthur 的 GL(2) 的 迹 公式 ，…… 


等 ， 这 些 都 是 首次 发 表 的 。 这 里 的 Arthur 的 迹 公 式 是 可 以 发 展 
到 高 维 情形 ， 是 现在 通用 的 ， 是 Selberg 迹 公式 的 推广 。 

我 们 假设 读者 懂 拓 扑 群 、 代 数 数论 (如 Adele 环 ) Hilberta 

间 的 基本 理论 。 对 没有 足够 背景 知识 的 读者 我 们 还 是 建议 他 们 
“ 边 走边 打 ”， 即 是 说 ， 在 一 边 看 本 书 时 一 边 就 把 所 需 的 材料 补 
E. 

现在 让 我 们 试 谈 谈 自 守 形 式 与 数论 的 关系 。 在 Mathematical 
Reviews 的 分 类 中 自 守 形 式 的 编号 是 10D， 是 10， 即 是 数论 的 一 
部 分 ， 

数论 里 很 多 重要 的 问题 是 关于 素数 。 考 虑 以 下 素数 数列 ， 

S={2,3,5,7,13,41,43,}, 
这 个 素数 数列 的 数学 内 容 是 这 样 的 ， 对 不 可 约 整数 系数 多 项 式 
1 ， 取 
SQ) = {素数 p: 在 在 整数 n， 使 了 除 尽 fO). 
则 以 上 的 素数 数列 S 是 SO €». 

让 我 们 从 域 扩张 的 观点 来 考虑 以 上 的 问题 。 我 们 说 素数 Pp 在 
代数 数 域 下 中 完全 分 裂 ， 如 果 主 理想 ( P ) 在 F 中 因子 分 解 为 互 不 
相同 的 素 理想 p. 的 乘积 ， 即 

(p) =pi…pn。 
ERS THERM Z 的 素数 集合 . 又 设 集 .和 的 元 为 有 理 数 域 Q 
的 有 限 Galois HK, HFEF, X 
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S(F) = (GRE pip 在 F 中 完全 分 裂 }， 
这 样 便 得 映射 
S: J> Pi FHS(F), 
据 Tchebotarev 密度 定理 ，S 是 单 射 。 对 5, 5,C 2,01 S, 5, + 
示 除 有 限 个 元 外 和 集 S, 5, 是 相同 的 。 这 样 初等 数论 告诉 我 们 
S=S(x+5)=S(Q( -5)). 
FEF, 4 Gal(F/Q) WRP Ik F/Q 的 Galois RE, dp EF 
MSA D 整除 素数 p ， 则 存在 P,CGalCF/Q), E% 
Dax= x? (mod P) 
XF PAS RR x ue vr. PR D, AP fy Frobenius yp. FP’ 是 
另 一 个 整除 p B5 P 内 的 素 理 À, OI d.a Pa. 在 GalCF/Q) ds 3E 
JE. ATLA p 决定 GalCF/Q) f) —^ 368g 2E D», HA p fy Frobenius 
TBR, DERE RRN 
S(P) = {p:®p=T}, 
以 @ 记 由 所 有 的 代数 数 所 组 成 的 域 。Galois 群 Gal(Q/Q) 
是 完全 不 连通 紧 拓 扑 群 。 设 集 多 的 元 是 群 Cal(Q/Q) 的 正规 开 子 
群 。 则 Galois 理论 的 基本 定理 说 ， 存在 单 满 映射 
4r g :FeGalcQ/F), 
这 样 对 任 一 连续 表示 . 
r:Gal(Q/Q) —GL(n,C) 
《其 中 GLCn ,C) 是 由 系数 是 复数 的 mxn WEEE A), E 
EF, EF, [ER r RII 、 
Ker r 2 Gal(Q/F,). 
因为 Gal CP, /Q) = Gal(Q/Q)/Gal CQ/F,)， 所 以 我 们 可 以 定义 
S(r) = {p:r($,) =1}. 
事实 上 ， 只 要 pF. 中 是 非 E, M rD, E GL (n,C) 的 半 
单 共 思 类 。 但 半 单 共 轿 类 是 由 类 中 的 任 一 元 的 特征 多 项 式 决定 ， 


自然 引进 定义 
L,(z,r) =det(/ -r(6,)z)^'. 


LAS, WEF, 中 分 歧 的 素数 集合 。 令 
L(s,r)z II L,(p^* ,r) 


其 中 sEC。 称 这 个 函数 为 表示 了 的 工 国 数 。 

二 次 扩张 QOV— 5) 的 Galois 群 Gal(Q(v 一 5)/Q@) 只 有 两 
个 元 ; 忆 等 同 构 1 ,和 同 构 0:xX+yv 5 hx-y/ 5。 考虑 表 
示 

r:Gal(Q(V —5)/Q)-+GLU,C), 
rd)=1, r(oc)--1. 
以 (一 ?> 记 Legendre 符号 ， 则 初等 数论 告诉 我 们 


7( 中 ， ) = (=). 


这 时 上 函数 是 
L(s,r>= [I (1-(=2)o") 
可 以 算出 
Lan A. 


以 上 公式 右边 的 整数 2 告诉 我 们 ， 为 什么 在 Q(X 一 5) 中 没有 了 唯 
一 分 解 (事实 上 ; 3-722120 *2vV —59)0-2V -5))， 也 告诉 
RI - 5) 的 任 一 整理 想必 定 是 以 下 形式 ， 

ZAnQ(o/-$ 5), 


其 中 人 是 指 由 所 有 的 代数 整数 所 组 成 的 环 ，A 是 代数 数 ， 而 且 
[Q(V=5,A):Q(V = 5) <2. 
在 以 上 的 例子 中 我 们 看 到 怎样 从 一 个 素数 数列 (2,3,5,7, 
13,41 ,…} 开 始 而 得 到 一 个 复 变 函 数 LCs ,r)。 我 们 自然 会 应 用 数 


学 分 析 的 工具 来 研究 这 个 函数 。 . 
我 们 分 别 以 Q.,Q, ,R,4 记 有 理想 数 域 ， p 进 数 数 域 ， 实 数 


数 域 ，Q 的 Adele HK, An ze Q 取 绝 对 值 |x| 为 范 数 ， 则 R 仅仅 
是 Q 的 完备 化 。 把 任意 非 零 的 xE Q 分 解 为 
x=p'r(@ab"t, 
其 中 vv,(x),a,bEZ， MA pta,pto, it 
[x], -p^' 0, 
RELAX, FEHR. Q 的 完备 化 便 是 p 进 数 域 Q,。Q 的 Adele 
环 4 Rx [[Q, 的 子 环 
{(xy): 对 差不多 所 有 的 p x, 是 p 进 整数 }， 

这 样 A 便 是 局 部 紧 拓扑 环 。 利 用 À 我 们 便 可 同时 看 Q 的 所 有 的 
赋值 的 完备 化 了 。 

我 们 以 G 记 GLCnz)。 对 任意 的 交换 环 4， 以 G,=GLCD) ie 
由 系数 在 A 中 ， 行 列 式 为 A4 的 可 逆 元 的 nxn ARE Pré p FRE 
群 。 这 样 Go 是 Ca 的 离散 子 群 。 以 2 = 多?(Go/G。〉 记 齐 性 空间 
Go/G4 上 的 二 次 可 积 函 数 所 生成 的 Hilbert 空间 。 对 EG, DE 
Sd 

(RCY) = 6G), x€G,, 

称 R 为 G 的 右 正 则 表示 。 我 们 称 G。 的 不 可 约 表示 7 HAH 
示 ， 如 果 x 等 价 于 CA 在 2 的 某 个 子 商 7, 上 的 右 正则 表示 。 

因子 分 解 整 数 

N=[]p*>, 
Z, id p HERR, iż 
K,(N) = {kKEGL(n), : k=] (mod p*»Z,)), 
K(N) = ITA, e». 


Z={xl: xc R, x0), 
ZEM gg ZIGGA/KCON)), 


" 0 
1 


p 四 
0 ^. 1 
p 


f, = RE K,(N)1t,,,K, CND I ERR. 
EZM ERE i 个 Hecke 算 子 7,,; 是 这 样 定义 的 : 


ti = 


T,,,0 = pf, =f f,.: Cy RCY) pdy, 


Q; 
其 中 PE ZEN, mE 2 EATER MEEN, ERRIN, 
PEM x gp N PEY 
是 对 了 的 作用 不 变 的 1 维 空间 。 即 是 存在 常数 ci CO, [EG 


gKOD =Cr 00, 
x 


其 中 /是 恒 等 映射 。 我 们 定义 mO, A GLM. MPMI, . 
使 得 


T,,, 


ded (2,32) = S1 C- Dip "7o, ZF, 
$70 


EX TAL RA 
L(s,7) = | [deta -z(9,)p^*)**, 


? EN 
Langlands 猜想 ， 对 任 一 连续 表示 

r: Gal(Q/Q) —GL (n)c, 

FE CGL), HATER x， 使 得 
L(s,r) 2L(s,n), 

亦 可 以 说 ， 除 有 限 个 素数 pdb, CP, -2(09,. TE 

SQP, s (p:x(9,) 71). 
这 样 有 限 扩张 F./Q 便 对 应 于 CLO MATRA, BAAR 
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论 告诉 我 们 ， 每 一 个 交换 有 限 扩张 F/Q 对 应 于 GLOD RS 征 标 
(=GL(1) 的 自 守 表 示 )。 从 这 个 观 点 来 看 Langlands 猜想 ， 可 以 
说 是 经 典 的 类 域 论 的 非 交 换 推 广 。 这 样 透 过 自 守 表示 理论 ， 我 们 
便 把 整个 李 群 无 限 维 表示 理论 带 进 数论 中 。  . 

在 1923 年 上 .Artin 猜想 ， 如 果 不 可 约 的 表示 

r:Gal(Q/Q) —GL (n), 

不 是 等 于 1， 则 上 (Cs ,7) 是 整 函数 。 沿 着 上 面 的 想法 Langlands 证 
明了 当 n=2,r 是 四 面体 形 或 八 面 体形 时 Artin 的 猜想 是 正确 
的 。 这 可 以 说 是 在 Artin 以 后 的 第 一 个 关于 Artin 猜想 的 主要 工 
fe. 

Galois 群 的 有 限 维 表示 在 代数 理论 中 经 党 出现。 比如 当 光 是 
定义 在 Q EMEA, ”是 上 同调 空间 HX. ,Q) 的 维 数 ， 
MX 的 第 :个 etale 上 同调 群 便 定 义 一 个 表示 

of:Gal(@/Q)-=GLCDe。 
这 个 表示 决定 兴 的 有 理 点 的 许多 ARER. (SX 是 椭圆 曲 线 时 
px EIE X B) Tate 模 。) 习 的 余 维 数 是 DHT REE Q 上 所 生成 的 
向 量 空间 ， 记 为 4? CX)。 可 以 构造 映射 
4,:A* C0GQ;--H1' QD 0». 
4, 的 值 域 是 以 单 位 根 搓 了 p Uca X É Lb etale 上 同调 ， 另 一 方 
面 ，Gal(Q/Q) 在 Xa 上 的 作用 诱导 出 表示 
p? :Gal(Q/Q) Auto, (HT (X). 
PAIX xc AT AE X. X H LAR L* (X/Q,5), 

在 1963 年 Tate 猜想 ， 对 任何 有 限 Galois 扩张 F/Q 有 

CD d, (CA CÓOQ QMS” - [HE * QD) (p) 97m, 

(2) dimg, CH1' QD (P) P = AB L' (X/F ,s) 在 极点 s 
=pP+1 的 次 数 。 

Tate 首先 对 X 是 椭圆 曲线 时 证 明 以 上 的 猜想 。Langlands 等 
人 用 自 守 表示 理论 首先 对 非 交 换 继 XX 是 Hilbert-Blumenthal 曲面 
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证 明了 Tate 猜想 。 

以 上 表示 代数 闭 链 的 Tate 猜想 与 椭圆 曲线 理论 中 著名 的 
Birch-Swinnerton-Dyer 猜想 非常 接近 。 另 一 个 关 于 椭圆 曲 线 的 
著名 问题 是 Weil 猜想 。 这 个 猜想 可 以 这 样 表达 ， 已 给 三 是 定义 
在 Q 上 的 椭圆 曲线 ， 则 存在 GL(2)。 MARAE), [EG 


L(E,s) = L(xE) s- i) 


当 椭 圆 曲线 有 “ 复 乘 ”时 ， Shimura 证 明了 Weil 的 猜想 是 对 的 . 

每 一 个 经 典 的 模 形式 都 决定 了 一 个 自 守 表示 。 以 上 比较 模 形 
式 的 工 函 数 与 代数 焦 的 工 图 数 这 个 方法 有 长 久 的 历史 ， 其 中 一 个 
著名 的 例子 便 是 Deligne 对 Ramanujan 猜想 的 证 明 。5SL(C2,2 ) 的 
《〈 除 常数 外 ) 唯 一 的 权 等 于 12 的 尖 模 形式 是 


A(z) =a] [a-n q=?%%,Imz>0, 


这 个 国 数 的 Fourier 展开 式 是 

AG) = DTCn) 49", 
Ramanujan(1887—1920)28 M. |t(p)|<2p'!”?, Deligne 证 明 这 
是 对 的 。 至 于 一 般 的 情形 ，Selberg 在 1965 年 发 表 的 一 篇 文章 提 
到 这 样 的 猜想 ， 设 工 是 SL(2 ,2Z) 的 同 余子 群 ，f 是 权 = 之 2， 
特征 标 =x 的 本 的 尖 形 式 ， 如 果 h 是 最 小 的 正 整 数 ， 使 得 


(e 
0 1 
则 有 0<a<1 使 得 f 的 Fourier 展开 式 是 


HORE Se nett mom, 


n>0 


猜想 是 (k&—1)7248 
c, 2 O(n't- 7255), 


央 形 式 所 生成 的 向 量 空间 的 基 可 以 用 Poincare 级 数 ， 
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Pa(z)z(m-—ayk-t-* 


x M x Q)etrie nz nns g(y zy, 
re{({ 75) :sez}\r 


其 中 尺 是 正 整 数 ， 
(PE 
j ,z]=cz+d, 
c d 
我 们 有 Fourier 展开 式 
Paz) = Se ueni moms , 
其 中 


Casm = (Cm —a)(n—a)) Fr)? 


e2titi{m-ala+in-a)d)/e 


hjel 


xa ae Cn 二 0)) J- 


这 里 / -1 是 Bessel 国 数 。 所 以 对 一 般 的 “,. 的 估 值 的 问题 可 以 化 
为 对 Kloostermann 和 
S(m,n,c,x,I) = >> Xx (yyettim-a)es(e—a1d)he 
EEE 
的 估 值 。Ju.V .Linnik 狂想， 如果 是 偶数 ， x (m, 5, a 


S(m,n ,C,l ;SL(2 ,Z)) zO(x*) 
lel ° 


x 


O<icl<s 
可 以 证 明 ， 如 果 Linnik 猜想 是 对 的 ， 则 一 般 的 有 
C, z O(ni*t-D^2*:9. 
设 
m*(x,k)-gGR p<xik|p-1,3 10-1). 
Fouvry 利用 Kloostermann pf fh {A EAA T 24 9 20,6687 时 ， 


x 


log x* 


>) (xp) > 


s9«pas 


应 用 Fouvry fj Z5 $, Adleman 和 Heath-Brown 证 明 ， 有 无 限 个 
素数 p ， 使 得 Fermat “最 后 定理 ”的 第 一 个 情形 成 立 ， 即 方程 
x? +y? ash 没有 Pxyz 的 正 整 数 解 。 另 一 方面 ，Serre 提出 一 
个 想法 ， 就 是 如 何 证 明 ， 如 果 Weil 的 椭圆 曲线 猜想 是 对 的 ， 则 
Fermat “最 后 定理 ” 亦 是 对 的 ! 我 们 谈 谈 自 守 形式 与 数论 的 关系 
就 到 此 为 止 。 


在 1986 年 夏 初 我 应 邀 到 北京 大 学 讲 自 守 形 式 理论 ， 为 此 写 了 
一 份 讲义 。 本 书 基本 上 就 是 这 份 讲 义 ， 第 一 、 二 、 三 章 由 蓝 以 中 
根据 我 在 北京 讲演 整理 ， 其 余部 分 则 全 由 我 负责 。 

最 后 ， 我 们 对 丁 石 孙 教授 和 北京 大 学 数学 系 的 支持 表示 吏 心 
的 感谢 。 


RRE 
1986 年 10 月 于 香港 中 文大 学 
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By | cc cee nen sos sou oo cos v00 senses 200 000 ee cee ese see ser nee ces ces va0 — (1) 
第 一 章 CLC, DERRER Ree HH (J) 


$2 (9, K) ——-— (6) 
$3 A SEE AAG SY JEn 00 000 000 209 200 con ere eoe 200 00000 00 oon eoe (16) 
$4 GL(2,C) 的 可 容许 表示 PP (29) 


"———»—————————————Ó (31) 


ZZR 进 域 上 CLO) 的 无 限 维 表示 MM (40) 


$1 完全 不 连通 群 的 表示 ooooeoeveoeeoeeeeeeeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeee。 (40) 
§ 2 1 r3 l^ EE (43) 
$3 Jacquet 模 see een eee o0 v00 too neo non co sen nee sane sso sss ene. (67) 
习题 二 exem een nennen sos nur cesses sen 000 ne tno 0 os een ess soe ro (69) 


第 三 章 Hecke 代数 和 GL(2,4) 的 表示 3 


§ 1 BERR M eene rn ae tnn ene nne nen rn nto tno ton tne rto seven vs soe (73) 
$2 Hecke #EÆ (v Joo) eeceenenn nennen tnn rne eee senten ten aen soos. (84) 
$3 Hecke 代数 (2 之 00) sens nen nen nnn tnn rne nne (87) 
$4 限制 张 量 积 和 GA 的 Hecke 代数 .one (97) 


习题 三 4994 ooeoeeeoooeeoosooeseeieeoooeoeseeeee(1091) 


EUX 自 SRL eene seven conne ue cesse consonnes ces nnn (113) 
SU UPD TEM 
$3. AE Ree enne enn vos tnn enean eoo ace osa sen so ens ane son ee ese ose see see (136) 


1 


[D X Eisenstein 26 Ry EV P5 


$1 HAE M re ER 
$2 M Fer ce ve vec san ton seu cce coe cee ccs 8 B] 
$3 T2) MI sy 
$ 4 APT AE Mao PED, 


第 六 章 xh 公式 69) 


31 正则 表示 的 积分 核 。。ooooeo…eeeeeeeeeeeeeseoeseooeseeeeseeeeooeeeeeeeeeest169) 
$2 BK BT ELIA A ee 00 coe 200 cce 000 200 200 vee c00 200 009 080 000 cesses secs ose (171) 
$3 A BEAD rer ces ane von ose cou cos ses sos ses sos pos ee con ses see see cen ose (179) 
§ 4 PAS DISP) 
后 记 ———— ASSET! 
QS E CR «++ ue cor con von enne nennen eee ene een eo cee nee een ces 000 200 ooe eoa vs (199) 
KE Ti] BE D [ove oes ove ese sce sue see see ne cee cne cen son us ens see cvs cen ce ces ces cee cen see ces (226) 
TIS Rennen con ao cesses ren vus sv nne senses sen rne ens cu 000000 (229) 
FE FAK) FEE PE (230) 


第 一 章 GLQO,R) 的 无 限 维 表示 


ARR eB E Er ER CLO, R) 和 复数 域 上 二 阶 
全 矩阵 群 GL(2,C) 的 无 限 维 表 示 理 论 。 由 于 R 和 C 是 代数 数 域 
关于 其 Archimede 赋值 的 完备 化 域 ， 所 以 本 章 的 内 容 为 第 三 章 讨 
论 一 个 数 域 的 Adele 环 上 的 二 阶 和 矩阵 群 GLO, A) My CR HE AUR PR 
论 作 了 必要 的 准备 。 


$1 拓扑 群 的 表示 


在 讨论 二 阶 矩 阵 群 的 无 限 维 表 示 理 论 时 ， 我 们 需要 经 常 引用 
拓扑 群 表示 理论 中 的 一 些 基本 概念 和 结果 。 在 这 里 ， 我 们 对 此 作 
一 个 综合 的 简单 介绍 (具体 的 证 明 一 般 从 略 )，。 

设 XX 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空 间 。 又 设 / 是 定义 在 关上 的 
一 个 实 或 复 值 连 续 函 数 ， 令 

Suppf = ix€ X: f(x) #0} 

( 横 杠 珍 示 对 XX 的 子 集 取 闭 包 )， 称 为 f 的 支 集 。 以 Ce(X) 记 XX 上 
具有 紧 支 集 的 复 连 续 函 数 所 组 成 的 C 上 线性 空间 。 对 应 于 Ce(X) 
的 任 一 非 负 线 性 函数 ， 必 存在 X 的 测度 4， 使 得 这 个 线性 函数 可 
以 表达 为 


fo | sap, 
我 们 常常 把 这 个 积分 记 为 4(/) 或 
[rear. 


现在 设 X 是 一 个 局 部 紧 拓 扑 群 G6。G 上 一 个 非 平凡 正 积分 
1 


B Olla GO T STO , AUR TE ZEE PRE, HIDE TA f € Ce(C) 
flla€ G, 4g CO 2 f(a ON, A 


NT = Í sas, 


则 称 4 是 C 上 的 一 个 左 不 变 的 Haar 测 度 ( 有 时 简称 Haar MIRE). 

关于 Haar 测 度 ， 有 如 下 一 个 基本 的 事实 ; 

命题 1.1 在 每 个 局 部 紧 群 C 上 至 少 存在 一 个 左 不 变 Haar JU 
度 4， 且 除 差 一 个 实 的 正常 数 外 ， 这 样 的 测度 是 唯一 的 ， 就 是 说 ， 
如 果 上 另 有 一 个 左 不 变 Haar ME, MEERA e>, Evs 
en, 

特别 地 ， 如 果 习 是 一 个 紧 群 ， 那 么 G 上 的 左 不 变 Haar 测 度 在 
右 平移 下 也 不 变 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 通常 选 芭 Haar 测度 4， 使 


fra =] (正规 化 ). 


这 种 Haar 测 度 是 叭 一 的 ， 

ig — À Hilbert 空间， 互 上 人 全体 酉 算 子 所 组 成 的 群 记 为 
UCH》。 又 设 G 是 一 个 拓扑 群 ， 从 G 到 二 ?的 一 个 群 同 态 o 如 果 
满足 如 下 条 件 ， 从 C 到 五 的 映射 9F*p(g9)x 对 任意 x € H 都 是 一 个 
连续 映射 ， 则 称 p 是 C 的 一 个 西 表示 ，H 称 为 ?的 表示 空间 ， 划 的 
维 数 称 为 表示 p 的 维 数 ， 记 作 do. 

对 于 局 部 紧 群 G， 令 L(G) 表 示 G 上 (关于 Haar 测度 ) 平 方 可 
积 的 函数 所 组 成 的 Hilbert 空间 ， 定 义 CLOR R TF: 
取 定 gEG， $ 

CRgf) Ch) 2 f(hg), Vf€L'(G), neG, 


则 对 应 ，9PRg EG 的 一 个 西 表 示 ， 称 为 G 的 右 正则 表示 。 类 似 
地 ， 
Qf) 0 2 f(g7!lD, VfELYO), hEG 
定义 出 G 的 另 一 个 西 表示 ， 称 为 的 左 正则 表示 。 
设 p1,Ps 是 拓扑 群 C 的 两 个 西 表示 ， 其 表示 空间 分 别 是 H 和 


H, M@RMA BALA AREE AER, GE 
rpi(9) 7 p4(g)*, V9EG, 

We, 5e, 等 价 ， 记 作 psps。 表 示 的 等 价 性 显然 是 一 种 等 价 关 
R. 

在 群 表 示 论 中 ， 将 一 个 表示 分 解 为 不 可 约 表示 的 直 和 的 思想 
起 着 重要 的 作用 .读者 已 经 在 群 的 有 限 维 表 示 论 中 熟知 这 一 思 
想 。 下 面 对 群 的 无 限 维 表示 介绍 类 似 的 概念 和 相应 的 结果 。 

Wt o 是 拓扑 群 C 的 一 个 西 表 示 、 表 示 空 间 为 日 。 玉 的 一 个 团 
线性 子 空间 上 如 满足 

p(g)LEL, Vg9EG, 

则 称 为 p 的 一 个 不 变 子 空间 。 如 果 太 去 {0}， 而 且 除 {0} 和 卫 以 外 . 
没有 其 它 不 变 子 空间 ， 则 称 bp 是 的 一 个 不 可 约 丁 表示。 

如 果 Hilbert 空 间 右 有 一 族 闭 线性 子 空间 {及 。:a&€ A), iX HA 
是 一 个 指标 集 ， 而 且 : 

CO 子 空间 HAARE, M Ha LHe), 


c») 山口。 中 元 素 的 所 有 的 有 限 线性 组 合 组 成 互 的 一 个 稠密 
TAS 
RER HF zx REA, 9 (Hilbert) Sn, idfE 
H = h.. 
此 时 已 中 任 一 元 素 x Ee RRI 
x= Dix x, € Has 


aga 


在 和 式 中 ， 至 多 有 可 数 个 x, 不 为 零 。 此 时 并 的 范 数 为 
bx? = Sy EA 


如 果 群 G ASB song Has [n] H ARA hT EF £x [RT He 
{H.} HA: 


H -(QBH., 


acA 
PEH ARKEA. RRA RAC RAAN. idle 
p= ra. 

命题 1.2” 没 o 是 群 G f ERX, fu LEX HS 
AS AAR EE fl, ML ERIL 4E o 的 闭 不 变 子 空间 ，。 

将 上 面 的 概念 应 用 到 紧 拓 扑 群 上 ， 有 如 下 重要 事实 ， 

命题 1.5 紧 拓 扑 群 G 的 任意 酉 表示 都 可 以 分 解 为 有 限 维 不 
可 约 酉 表示 的 直 和 。 特 别 地 ， 紧 拓扑 群 的 任意 不 可 约 西 表示 都 是 
有 限 维 的 。 

上 面 的 命题 将 紧 拓 扑 群 G 的 酉 表示 的 研究 归结 为 讨论 它 的 有 
BAER Aya. HE CH nL Bm 0 的 表示 空间 ， 
在 了 中 取 定 一 组 标准 正 交 基 {e1,… ,en}，P(9) 在 这 组 基 上 对 应 于 
PEREU CO) = (4i7(9))。 则 ui9(9) 是 G 上 平方 可 积 函 数 ， 也 就 是 
ug(g) € L(G), 


| u,j(g)ui(g)dg« + oo. 
a 
(L(G) — A Hilbert 空间 ， 其 内 积 定义 为 
«fo» = [ FR dg, v /,he LG), 


上 面 的 积分 为 CG 上 的 正规 化 Haar 积分 )。 

命题 1].4 设 0.0 Ein f REC 的 两 个 不 可 约 西 表示 ，P(9) 
和 p'(9) 分 别 表示 为 n 阶 和 区 阶 西 矩阵 CuiC9))、，Cvk1C9))。 则 
它们 的 矩阵 元 素 关于 L*(G) 的 内 积 有 如 下 正 交 关系 : 
d(p) Eikii BPE 
0, ETELA 
CE iio=0' 理解 为 p 与 o' Str, MEIN ERRE RT HC. 
相同 ; UCg) =V(9)。) 


jj, URI? =Í 
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一 般 说 ， 设 p 是 紧 拓 扑 群 G 的 一 个 有 限 维 西 表示 ， 对 表示 空 

A AEM ICR, AR 
f(p,u,v,g) =<p(g)u,v> 
是 定义 在 C 上 的 复 值 函数 ， 我 们 称 它 为 o 的 矩阵 系数 。 

一 个 拓扑 群 G 的 不 可 约 本 表示 的 等 价 类 所 组 成 的 集合 称 为 C 
FORA, EG. 

对 于 紧 拓 扑 群 C， 在 G 的 每 个 元 素 ( 即 G 的 不 可 约 表示 的 等 
价 类 ) 中 选 定 一 个 代表 元 素 px ,4E C。 在 0, 的 表示 空间 中 取 定 一 
组 标准 正 交 基 sszrp , & 

£0,1,1,9) =f CPR, 6,,81,9). 
这 是 定义 在 G 上 的 一 族 复 值 函 数 ， 属 于 LCG)。 我 们 有 : 
命题 1.5(Peler-Weyrl) [RE 
| {fC4,1,7,9): AEG, 1,)21,2,.d(0,)) 
是 L(G) 的 一 组 完备 正 交 函 数 系 。 

上 面 所 叙述 的 几 个 命题 的 证 明 ， 有 兴趣 的 读者 ， 请 参看 拓扑 
群 无 限 维 表示 理论 方面 的 有 关 书 籍 ， 例 如 ， 可 参看 本 书后 面 所 列 
的 参考 文献 中 A Weila M. Sugiura 的 书 。 

前 面 打 述 的， 都 是 拓扑 群 的 西 表示。 现在 我 们 进一步 介绍 拓 
扑 群 的 一 般 性 的 连续 表示 的 概念 。 

设 日 是 一 个 Hilbert 空 间 ， 定 义 在昌 上 的 可 逆 有 界 算 子 组 成 的 
群 记 为 G6LCH)。 又 设 6 是 一 个 拓扑 群 ， 从 GG 到 GLCH) 的 群 同 坊 
z: G—>GCL(H) REM PRE: BRAC x H > H HEC ^ 
ACY, VGEGC VER) EER MAN Sois EN), M Cr H) 称 
Ath G 的 连续 表示 ，H 称 为 表示 空间 .。 

拓 丫 群 连续 表示 的 等 价 性 ， 可 约 ( 或 不 可 约 ) 概 念 等 等 ， 其 定 
义 与 前 面 所 述 的 西 表示 的 相应 概念 类 似 ， 不 再 重复 . 

FHE- TNT. 考察 群 

SO(2,R) -[ hy =( 


cosÜ sing 
: 0s Ó cox } 


—sinÜ cosb 


AHERN eZ, ELSO, RI) >C (hy) = ei**, XE SO(2,R) 
的 一 维 不 可 约 的 西 表 示 。 当 人 n 关 fn 时 ，7m 与 Xn HSH, (Fane 
世 } 为 S0(2,R) 的 所 有 互 不 等 价 不 可 约 西 表示 的 代表 系 ， 而 {e'*?: 
7nE€Z) 是 LC(S0OC2,R)) 上 的 一 组 完备 正 交 函数 系 ，。 


$2 (9,K) E 


现在 我 们 开始 讨论 群 G6L(2,R) 的 无 限 维 连续 表示 . + 
G= GL(2,R)，K =0(2,R)( 二 阶 正 交 群 )，K? =S0(2,R). 

又 设 为 K 的 李 代 数 ，9 为 G 的 李 代 数 ，gc = 98@aC 为 6 的 复 化 。 
注意 上 是 C 的 紧 致 李子 群 。 

根据 李 群 的 基础 理论 ， 讨 论 CL(2,R) 的 表示 可 归结 为 讨论 其 
李 代 数 9 的 表示 。 在 下 面 ， 我 们 将 利用 这 一 点 来 展开 我 们 的 讨 
ie. 

首先 ， 根 据 有 限 维 Hilbert 空 间 ( 又 称 为 酉 空间 ) 中 的 正 交 化 方 
3k 〈 即 从 一 组 任意 基 出 发 来 构造 空间 的 标准 正 交 基 的 逐次 正 交 化 
方法 )， 我 们 容易 证 明 : VY gE G， 有 分 解 式 

1 xX\/a 0 cos0 sin0\ xcR, 
e-(, X à J sino m 4,,QG,C R* 
且 上 面 的 分 解 式 是 唯一 的 。 定 义 C 的 子 群 
1 x 
N={(， 站 re RI, 


{Puce ea) 


则 有 群 分 解 式 ，G = N4K9%。 这 个 分 解 式 称 为 C 的 Iwasawa 5) fF 
式 。 
定义 2.1 符号 如 上 。 一 个 (9,K) 模 ， 是 指 一 个 定义 在 C 上 


的 向 量 空间 及 一 个 映射 
x:geUK——End7., 


使 得 ， 
(1) xl, YR AGH, All 
LX YY] v=amt(X) rv -a(YyacX)v, 
其 中 X,Y € gc， ver; 
(2) Whe 使 多 成 为 K 模 ， 
(3) “HET BBE 上 -有 限 的 ， 即 VvE >， 
dim; >) Cz (k)v «oo, 


kek 
(D EZUH—ÁACOHBRRT RW, X 
nx(K)Y ETF, 
Wk Bt K x 27937: (kw) rlu 是 连续 的 (对 2 的 弱 拓 扑 ); 
(5) ÉXER, ver, Hi 
n(X)Uz lim exp t =! " 
1-0 
(60 ÉkKEK, XEg,, VEF, Wi 
z(Ad(k)X)v = z(k)nCX)nz(k)^w, 
其 中 Ad 为 伴随 表示 ， 
上 面 所 定义 的 (9 , ORBEA, r). 
Bay), GU ,27 ) 是 群 天 的 两 个 表示 ， 令 
Homy(z,n/)-2(L: 79: LARK, BH, 
HVkeK, z'doLzLz(k)). 
WEA KR, S), HK EX — PRT RR, 
Ved, EM 
7.5 = DS) LO. 


L€Homtd «s 
如 果 对 天 的 所 有 不 可 约 表示 (6 70, EUR 
dim3^, (9) «co, 
WS Cx WEN BG, KD Ht. 
在 本 节 和 下 一 节 中 ， 我 们 采用 初等 的 方法 来 详细 地 rH, 
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K) 模 的 结构 和 分 类 问题 。 
引 理 2.1 设 (7,) 是 一 个 (9,K) 模 ， 对 nE Z， 我 们 定义 


2.-(v€^: x(k,)vzel*?v), 


其 中 --— 
ke = ( — sinb soe). 
Q1] 2^ 91 > HFS, 的 直 和 ， 


Yy-1XY. 


acz 
证 ”对 任意 vE 入 ， 因 为 "是 KLAR, TEFH—-TKEÉ 
VW, ver c», iHdims 一 cc。 和 作为 六 模 是 完全 可 约 的 ， 
它 可 以 分 解 为 不 可 约 子 模 的 直 和 ，Y =H KEM 为 等 价 不 
可 约 子 模 的 直 和 ， 对 应 于 K 的 不 可 约 表示 TACK, wa el**w, wE 
3^). BAT ICT n X 


VENT ne 


这 表明 27^ 分 解 为 {Fw} 的 直 和 。 | 

下 面 ， 我 们 来 构造 一 个 重要 的 (8,K) 模 ， 它 在 后 面 的 讨论 中 
将 起 重要 的 作用 。 

非 零 实数 的 乘法 群 R* 的 一 维 不 可 约 表 示 /( 不 一 定 是 酉 表示 ) 
称 为 R 的 一 个 特征 标 (或 者 说 ， 称 为 “ 拟 特征 标 ”， 即 quasi- 
characters), 

5832.2. RR" SL EE Ho EX 

uj) = tl G/D, VEER’, 


这 里 s,€C, mj;€ (0,1). & SF = F (th Ue) WIE SAL E iis 
Myc MO: G->C 所 组 成 的 向 量 空间 ， 


o o(($ NOLO a KETTOT 


其 中 EC， a,,a,E R*, xER; 
(2) éd KMS, MAH = pCgk)(KE K*,ge G), 


WU 
dim 5) Có* «oo, 
kek? 
从 uu Qa LAN m: mems Im =- mjs s25,—$, 
fl 


apa G)= [eee ded". 
现在 定义 映射 p: ac UK—> Ende S (5 He) M0 PF: 
(1) ke K, DE SH), + 
p(k) o(g)=b(9k), VGEGs 


(2) Xeeo + 
. d 
PXE) = 3; 6 exp 0 11-o. 


& n 是 一 个 与 m= m - ma| 有 相同 奇偶 性 的 整数 ， 定 义 C 上 
Nos. 
X Yai cosÜ sing 
CA (| i 1 X 0 X — sing 0) 


a, 1/2 ino 
= ais QD [77 | et， 


我 位 有 . 

引 理 2.2 符号 如 上 ， 

(OD f£— EF) HA Ol OME IRE 

(2) (6,: n=m(mod2) J& S Gh n) B9 —18 E; 

(3) ©, AE-* A FAC, DOR. 

证 CO 我 们 有 G 的 Iwasawa 分 解 ，C= NAK*, SHER 9€ 
G, A 


(9) = e(C 


* ye) = H Ca) eCa) a | ut *óCk,)., 


a, 


(2) 对 任意 kc Ko, RNA 
-1 0 
$(-k)z ki- iC- a- k 
SL a) i C- Das C- D) 


= (—-1)"(k). 
3 m 为 偶数 时 ,pCk) 为 偶 函 数 ;反之 为 奇 函 数 。 按 照 Fourier 级 数 
ABU, {9a Ck): n=m(mod2)} 是 (hh,42) 限 制 在 K" 上 的 一 组 正 
交 基 , 再 根据 7 Cp,,4,) 定 义 中 的 条 件 (1) 就 可 推 知 (04) BF, 
bo) 的 一 组 基 了 ， 
(3) 考虑 B= N4( 作 为 G 的 子 群 ) 的 一 维 表 示 ， 


0 
它 诱导 出 G 的 表示 lnds (p41,hs)。 李 群 G 的 这 个 表示 又 诱导 出 其 
李 代 数 g 的 表示 ， 这 个 表示 就 是 p。 故 (hh ,hz) 是 一 个 9 模 。 OC 
HS Cu, .52) 定 义 中 的 条 件 (2) 可 知 了 Ch pas) 的 每 个 向 量 都 是 关 - 
有 限 的 ， 由 此 ， 不 淮 证 明 (p,) 是 一 个 可 容许 的 (9 OR, EA 
的 验证 此 处 从 略 。 | 
在 gc 中 取 如 下 元 素 ; 


w-(_， 小 Vi= 


a, x 
( Jr manu), 
a, 


-1 0 1 0 
e=( 0 i} C » 

又 在 gc 的 通用 包 络 代数 以 中 取 
C-X,X XX +524, 


我 们 有 
引 理 2.5 ”以 下 公式 成 立 ， 
(1) pW), = inó., 
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(2) pV ib, = (S+I+N)Dnsss 
(D kV 26,2 Gt1-70955 


(4) p(C)o, = lG-DÓs 


(5) p(D 6, = Cs, + 8204, 
iE (1》 因 为 exp(tW) =k,。 所 以 , 按 p 的 定义 ， 有 


d 
pW IBn(9) = 3:649 exp tW) | io 


la 


Pal gk.) | t=90 


a 


t 
d a, x cos(Ü +t) sin(0 "y 
dt o((, aM sinc «o cos(8 +t) 


= E(u cama) a foree ) 1-0 


t£—0 


= iOS Det [ico inda CD. 


(2) 我 们 有 
0 lv! 1 1 1 0 l 
- 一 z2iV 
sv (_; À: _,) (; aX ») ute 
RAS On, hs) 是 9c 模 ， 所 以 
PWOP Da =PV PCW) 6, + o[W ,VD 
=inp(V ,) pn + 2ip(V on 
=i(n+2)p(V On. 
由 此 立 得 (参看 (1) 的 结果 ) 
oCV On = a 0, a, € C, 


注意 到 OCD 210 为 G 的 单位 元 素 ， 即 二 阶 单位 矩阵 )》， 故 
an = ((V O$4COD s. 


eCX 6s (0| one =lim + Cha (exp EX.) = $400] 
-liml[o ( )-e «| 
t-n t ^ 0 | a 
zlim-L (1-1) 20, 
4-0 t 


MOLAO imi [en Cexp tZ) -640)] 


ef 0 
“ef G 2e 
(20 1 $ 0 ) l 
= lim-[m Ce*) ug Ce7 *) +e! -1] 
1-9 


- limt petoen -1] 


rot 
=s+1, 
由 于 V,2Z-iW +2ix,, 
PV 0649) | gmt 
= P(Z) O29) | gei — ip «WD 69D | gmt 
+ 2ip(X .)bnC9) | gwr 
=(s+1)-iin+0=s+1+n, 
(3) 我 们 有 
CW,V.]-2 -2iV., 
仿照 (2) 的 证 明 作 计 算 就 得 出 所 要 的 结果 。 
C4) 我 们 有 


Z=L(4V,+V, 
2 


12 


_= -lw-iv,+ iv. 
2 4 4 
代入 5 的 表达 式 ， 化 简 后 ， 得 
=-l l 
=, W? + 了 (VV_+V_V,), 
故 


pCC)bn= - OW bn + Lo Vb. + pV_V ba) 


2 
-= bat CPVCs+ 1-1) Ons 
+p(V_)(st]1+M@ayy) 
= bs + [CS +1-n) (s+1 *n-2) 
-(G-1-0)(5T1-n-2)]0, 


= -1)n. 


(5) AAR Foch tid, PD SoW) 可 交换 ， 应 有 
PPn = bb EC), RAA 


ba= p(D PAC) | omi = lim [6s (exp D) - bn] 


et 0 
= lim} - 
im 了 [we ( .)-1] 
= lim. [u, Ce), €e! ) - 1] 
tool 


= lim l(e*i*i**2- 1] 
120i 
= S, 54, | 


现在 ， 将 引 理 2.3 应 用 于 (p, Omit, RNA 
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引 理 2.4 符号 如 上 。 
D js -mm 不 是 奇 整数 ， MS = FC, p BRAY oc 
(2) #s-m#ABH, Hs>0, WILAFUSTADGCTSCE: 


JF = > Co, J= 5 Có, 
amet limod2) nus Imod) 
E. = F,+ F,( MRE SS ^n: 
(3) 车 s -m 是 奇 整数 ， 且 s 二 0， 则 只 有 下 列 真子 9c 模 ， 
Fi = ` Cha, ,= > Co, 


A2441 Rg- 
n=3+1 namas+ jmod2) 


E12: 
证 ”根据 引 理 2.3， 我 们 有 
PV) 6, = (S1 n) C +2p-1+1)Dnips 
pV bn = (se1—n)eCG c2p - 1720s 2p, 
(1) 38s -mm 非 奇 整数 , 则 (s +2p - 13:02:50, KPC.) on 
及 pCV_)'9n( 对 某 个 固定 的 nEZ, nzsm (nod 2)) E RF Hish), 
KIARA HOR. 
(2) #s-mHABRM, sco, WERACs+1 k-s-1= 
m (mod?) 
p(V_)g =0， PVO- =O, 
故 有 命题 所 说 的 结论 ， 
(3) 车 s - m 为 奇 整数 ，s <0， 则 同样 有 
PCV DPen 2 PV 09... 70. 
注意 此 时 s+ 1 过 -ss- 1， 故 有 命题 所 说 的 结论 。 | 
现在 我 们 进一步 把 S 0.00 看 作 (9,K) 模 。 此 时 需要 考虑 
天 在 .上 的 作用 。 把 
-1 0 
e=( 0 ) 


Bre KWH, REL, MA 
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PCE)Da(g) = ó4(g6) 

eC CS) 

eC DU, D mco co) 
MU ico mco) 


LIP 


=U, C-a)um (a,)| a 
2 


bene) 


= p, (= D(a Ca) a 
z(-D"16.,.(D. 

AM, PEER, vk,c K*, RIIE PR), =e. On, HET 
An TES|BR2.4 C2), MAS = eI 才 是 (9, 天 ) FH, 
"E05. 59. .0:.5 Prag, ee VEIR 4S = OR, SF, =, 
4s>0M, Fe ER (9, KO FR. 在 引 理 2.4 的 (3) rh, HA 
FIIN I FER (O, AFR, CH {brr Ors, 7... 
$ , JER. 

综合 上 面 的 讨论 ， 我 们 得 到 如 下 的 结论 。 

定理 2.5 设 凡 ,是 及 "的 特征 。 

(1) hu At esiga, Pers HES BR, WAC, He) 
AR A279, OB. BB, RIIAT HDCP (0, HS 
Brits co, KO B. 

(2) Xing '()-t'signi, sip SEE, WH, we 有 ME 
HARFO DRF o Br ARTHG, OR, + 

Jn) = OMNIS He), 
WF G He) ALA REA FH 29, KE), Dhow, 4) id f£ — 5 
Fo (Hy, n) SHG, OR, T DAT OG nsi fE— 5.4 rn, wd 
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Brig Ca, JO. 

(3) uu!) -t'signt, SH. WF.) ACE 
AAPO, IO EL. ri, TET REEJIR H.AENSCRER, À 11 th 
UAR Gn, i) id EXE — P 53 Ch wD ERE Ca DE, KF 

Fon n) = OS n) /F gn np, 
PAO Cy, nid f£ XE —- 54. On, n) EGP RAN A 29 C9, KO BE, 

dr G5, 42) 所 概括 的 一 系列 不 可 约 (9, 有 后 模 ， 我 们 称 为 群 C = 
GL,C2,R) 的 主 序列 ， 而 004,2.) 则 称 为 离散 序列 ， 且 后 者 仅 在 
ais (GD =t'signt( 对 某 个 非 零 整数 5) 时 才 会 出 现 ，。 

从 上 面 的 讨论 中 自然 引伸 出 如 下 一 个 问题 ， 在 主 序 列表 示 
TOS) ,离散 序列 表示 0 (p14) 之 间 ， 是 否 存在 某 些 等 价 关系 ? 
我 们 用 下 面 的 定理 来 回答 这 个 问题 。 

定理 2.6 ”假设 同上 . 

(OD 表示 TCh1,14) 与 表示 0(11 HORS 

(2) *OR7 5,5) 57, HL) 等 价 的 充分 必要 条 件 是 

(005, Hg) = CU) 或 (He) = (I5, aD. 

(3) 表示 OCH, Ha) 5j 0 (45, un) STD EAR TIE IE Cu, 
44) Jj PWR: (nan). ($n, Goin, nom, Casn, 
un), jX Bn) =signi, 

这 个 定理 的 证 明 需 要 作 较 长 的 讨论 ， 此 处 从 略 。 


$3. 可 容许 表示 的 分 类 
本 节 的 目的 ， 是 证 明 任 意 一 个 可 容许 的 不 可 约 (9,K) E, 
都 和 $2 中 构造 出 来 的 两 大 类 不 可 约 (9, 上 ) 模 TCh1,42) 及 0 Qn Ha) 
中 的 某 一 个 等 价 。 
PEELS BT AEA [£9 Ca, KO) Et 0,27) ,如 果 对 gc 内 


w-( ^) 
BS 


及 9c 的 通用 包 络 代数 4 内 的 
CEX,X «X X,«lz-ly v,-iw-lws, 
2 2 2 


ALK 内 的 
-1 0 cosÜ sinô 
£z , k = ) 
( 0 ) ° (. sind — cos0 / 


在 内 存在 一 组 基 {v,}， 使 
(1) XW)v, =inv,s 
(2) TV Du, =(St1l+n)v,,, (SEC); 
(3) z2(V.)v,- (sc1—-m)v, , (SEC); 
(4) ADUR =C, -s)v4 (5,,5,E C) 
(2) AC) = Z- Den (SEC), 
(6) n(v,2C-1)"w., (m, EZ); 
(T) n(e )r, =e v, 
RANE BEM C270) Ej nu Ra Gs, n PERG, 
BREVE GU. WEA AEA BTA) Cg, IO ES, 38185 [0R2. 1, # 
= OF, 


REZ 


其 中 
Fa=iveT: n(k,)v =e"? v), 


WRF K WR. ARC, OREMM RIEGO, 8 
Y,={vE RW: m(W)vainv}, 
下 面 我 们 通过 一 系列 3| 理 来 证 明 上 面 提出 的 结论 ， 
引 理 5.1 符号 如 上 。 
(1) TV) Z^ 4C. Y^ 14205 
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(2) MRF ,.-E(0), WOJE nET 08 
证 (D 在 gc 内 ， 有 
(W,V,]-» £2iV., 
而 在 8c 的 通用 包 络 代数 UU 内， 有 
WV, zV,W +[W,V,], 
PIA, VEZ ay A 
zONz(V pz z(V ya W yvi, yo 
zi(ni2)n(V,)v —»z(V.)v€ 27^... 
这 表明 命题 在 4= 1 时 成 立 。 应 用 数学 归纳 法 ， 由 于 
z(W)ynz(V,)!* v2 x(W)n(V,)O(YV,)!0 
=A(V, TW TOY ,»*0 
x 2iz (V) (aV 21v) 
zi(nt2( -10D)0z(.)**'v, 
£i Ht Blan 
RCV) VE Z nse airs 
(D vera, EEK, nce)npis, 根据 (g,K) 模 定义 中 的 
条 件 (6)， 有 (注意 时 Tid, Werle) = (8)) 
z(Ad(e)W) = T(Ee NAW ACE)!, 
按 李 群 伴随 表示 的 定义 ， 有 
exp( Ad (£e) W) z e(expW)e^! =exp(eWe-') 
zexp( -W), 
BllAd (e)W = -W , 故 
n(6)n (W) = - 3(W)n(5), 
于 是 
FrCWYD)(Cr(s)) = ~ Gt(e) rz (W))v = -in(n(e)v), 
Blz(e)u€ 27... MEE ,={0}, BZ 
(0) 2 x(O(8027, = FT 
ix 57^ nA. 
引 理 3.2 天 (C) 在 多 的 作用 是 乘 纯 重 。 
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证 WE. (0). Reve 27,, v0, Wi 
z(W)rz(C)v 2zx(C)xz(W)v zinz(C)s, 

(CO)... ANT, IETRO, IO BR, 7 BRAR, 
HY .#{0}, Az (CO) b —^- REFS, WE 7, KE 
对 应 于 天 (C) 的 特征 值 <。 取 vE 2 ， 我 们 有 (YXE9) 

z(C)zn(X)u-z(X)n(C)u-en(X)u, 
BimCÓOucz.. B-AM, RMNRACVKEEK) 

z(C)z(k)umz(k)n(C)u-oenz(k)u, 
Hiz(k)uc 7.. Kim. Co, JOB. B27 129,77 67 (0), 
故 z. = 多 。 这 表明 r(C) 的 作用 相当 于 乘 纯 量 c | 


我 们 取 sEcC ,使 -LG-D, 即 VvE9 .x(C)v = T (s? = 


Dv, WA 

513.3 (D OEY HER ERASE, 

(2) WEF n AAV, aV- (nF1) lv. 

i 〈1) AS RTU, KzD5sxOCÓX ak X 
Ege,kERKR) 可 交换 。 按 引 理 3.2 的 办 法 ， 容 易 证 明 x (1) 在 7 的 作 
MERA. 

(2) 设 sEC, 使 


n4C)v = 7, Gi 0v (VIED), 
因为 
c=-1w'+w+lvv, 
2 2 
故 对 vEY A 
nV nV pu =[2r(C) + z QW)* - Yn (QW) Jo 
-(5-1Yp-n?y + 2w 2 [s? - (n - D? ]v. 
又 因为 C 又 可 表 作 
C=-lLw-iw+ivy,, 
2 2 


Fer (V .) (V v S [s - (n D? Tv, | 
引 理 5.4 ve, EM 
7” = Cn tv + Sex.) tv, 
fan g>o 
2^7 aH!’ ex ()Z". 
Wi27* 275 (9, OPH. 
证 因为 8c 由 /,W,V,,V B RRA. E 引 理 
8.1, 
aV DWET nang, AV) VET nqs 
再 根据 引 理 3.3， 即 可 知 2“ 是 一 个 gc 模 ( 即 在 x (9c) 作 用 下 不 变 )， 
THAR K 在 ”上 的 作用 。 按 (8, 太 ) 模 定义 中 的 条 件 (6)， 
我 们 已 知 
Fn= {EY: nkjv =e"? v), 
又 按 引 理 3.1， 有 
LAVE LE 224 C 77^ sig, 
由 此 易 知 
Tr(K)T(Y ,)*v 2e*5?*? xg (V.)*v, 
M 2^ Rm BSEC AB]. FERS. UE CS S HH 
z(W)ymn(e) = -n(e)n QW), 
HRA 
mV re) 2z(e)z(V 5, n(V.)n(e) = T(E NAV, ). 
Xha) -idE5|B3.3, Bg 2^7 =2 ex (027^ GK) + 
FB. | 
引 理 5.5 对 9 之 1 及 v, EY ns, v.€7^.., A 
z(V,)* x (Var: 2 n(V aV) vs- A[n + (0-2) 
e-O-2(0-1)0]2(0.)17!u., 
证 o 作 数 学 归纳 法 。 当 9 =1 时 ， 有 
nV yn (V 29. 2 z(V zx (V v 9 z(V,,V Dv. 
zz(V.)n(V,)v.- dix (Wu. 
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=A(V y)n(V,)v. - 4nv., 
设 命题 对 4 mor. Wd 
TV O1! x(V v. =AV GO D ! 3 (V 2v 
2 z(V LAV nV ,)!v. 
-an+ (1-2) tet (0-204 7 DO 2x (V te! 
-TV nV tovs dix WaN tv. 
-an+ (n - 2) e + (1-2 - DO) ITV, 
根据 引 理 3.1，r(V 2 v. € Y asas, ik 
- Jim (W) n(V tu = - 4i*(2q0- nz (V ,)*v., 
代 回 原 式 ， 即 得 
z (V enV po 8 z(V Dr (V 1 v. alr + (0172) 
teet (n-2(1- 0) + QG- 2a) AV EYL, 
间 理 可 证 
n (V y x V Qv, 2 z(V a v, - AEn (01-2) 
per(n-2(0-10)]20 Div, | 
定理 5.6 任意 可 容许 的 不 可 约 (9 ORF) SEDET On, 
dy) 9X, 9 (I, pa) 之 一 。 


证 “我们 已 知 有 
TEST Weaver: m(W)v =inv}, 
设 


Ns(neZ: z (0. 
那么 ， 有 以 下 五 种 可 能 的 情况 : 
(A) YnEN, Vve27,-40), 8 TV UFO, CY v-£0. 
(B) 3n«0, f£3veZ.-(0), ifi TV =O. 
(C) 3n20, 使 3vE n- {0}, ifi CV v 70, 
(D) 3n20, f£3v€24-(0), maV 2v 20, 
(E) 3n<0, f£ 3v€ Z4- (0) fi z(V.v-20., 
下 面 分 别 对 这 五 种 情况 进行 讨论 
情况 (A)。 此 时 我 们 有 
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3| 理 3.7 ”在 (4A) 的 条 件 下 ， 有 下 列 结论 ， 

D YnEN, JVEF pn, Œ aV, aV WWE: 

(2) N={n€Z: n=j(mod2), j-0xXkl). 

证 O) ine NL. vC Z^, fé (V v0. Weit, m (Vv 
EY ans MlLAn-2EN, Bib, z(V.)n(V. ovo. EN E ov 
ET ns BE n(V,)n(V v0, IA 

z(V )n(V WEO 

(2) Z-£(0), NIEZ. VEn CEN, ROVE, RB 

条 件 ， 对 任意 正 整数 494， 有 (参看 引 理 3.1) 
OLAV i VES nazg» 


故 nx20€ N. 但 NEZ, WW, EM 3.1—3.4 的 结论 可 知 


Ta Moz. 


s mO(modz) s= i(mod2) 
都 是 真 (9 ,KK) 子 模 ， 这 与 不 可 约 矛盾 。 在 六 中 取 最 小 非 负 整数 
1， 则 = 0 或 1， 且 
Nz(n€Z: nzj(mod2)), | 
583.8 vVvcz, Wn(COw-ev(ceC»), RseC, 使 


selen, 


旭 在 情况 (4) 的 条 件 下 ， 对 所 有 n€ N, s#4(n+1), 
证 iBs|BE3.3, Xp € 77^., A 
aV nV; v = [s? aF, 
根据 引 理 3.7?， 此 时 可 选取 vEY，， 使 XCV4)x (v0, Ai 
[s+ (nF1)][s-(n F140. | 
现在 我 们 取 定 0 天 vjEY j. HNS, Wr CRE, ME 


l 


n = UST a DAA 


v 


#n<-i, 设 va ft RE, gp 
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1 
Vn = GTi-omr25702'u. 


这 样 ， 我 们 得 出 一 串 向 量 序列 
9 Vis Vises e 
EAN TA BI Sl 27. WAR 
z(W)v, =inv,,. (1) 
现在 考察 XCV ,), aV 对 所 构造 出 的 向 量 序列 的 作用 。 首 
先 ， 按 定义 ， 对 n0, næj(mod?), À 
AV Wa = (s+1 FM Ua ae, 


HF n<-1, n=j(mod?), RM513.3, A 


z(O (V Du, 


1 
AV n= GT 25 


_s?-(n+2- 1)? 


= "Se To (ny2) 570 * FM Yaar, 


故 对 一 切 n= (mod2), # 


z(V)v,-2(5241 t8)... (2) 
局 理 可 证 ， 对 一 切 n=j(mod?), Æ 
z(V )v,-2(st1—n)v, os (3) 


综合 上 面 的 讨论 及 引 理 3.35 p An, 7 "在 xC9c) 及 x (KO f EH 
下 不 变 。 下 面 再 考察 x(e) 对 它 的 作用 。 
设 7=1。 此 时 ， 因 为 
z (e) n(V ,) » z(V .)n(6), 
z(g)z(V .) 2 x(V,)n(6), 
z()n(W) = - x QW)z(65, 
我 们 分 别 讨论 下 面 两 种 情况 。 
(a) d$ n(v,€Cnq(V 2v,, WA 
me) >, Cv, 


malmod2) 
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=al) (DCAV *v, + Sj CnQV *v) 


q>0 920 


= >)Ca(V_)ix(e)v, + D CaV On (v, 


$»0 4»0 


CSS Cr(V Qv PLE ILE AL 


420 g>0 
(其 中 用 到 了 zx(V (V 2v, = sv KPA). RPO E7785 Co, 
KP, (EO BRYA, 77-7. 
Cb) # rev, E CrV vi. 令 ( 注 意 按 引 理 3.8， $0) 


v’ =v, + OL AT 


根据 引 理 3.3， 有 z(V aV Ovi =s iit 
A(V )v' 2 x(V v, + LsQ OR RV 2v, 


2 z(V.2v, +R) V7 (VD: 


=r(V_v,+sx(e)v, 
=7(e)(sv, *z(e)zn(V v) »sn(ev', 
由 此 即 知 XCe)v’ e Cz(V 0v'. 5—35i8, 
z(W)n(s)yn(V.)v,-— z(se)n(W)n(V )v, 
= -ae aW, VD +V aW r, 
= —G()[-2in(V v, *iz(V v] 
zizm(e)n(V. v. 
于 是 
z(Wyv' 2z(W)v, &LaQWynG)nQ( 2n, 


=i( v, even v) RUM 


DMW EFi 


FELL 48 v,, WAARA. 
jz0Hf. BUE zt Go)7 0270 ( 见 引 理 3. D, Ar 是 可 容许 
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GO, 7 HARM, oA er, fi 
n(e)v’ =dv’, 0 天 dEC 

CH 站 (e) 可 逆 ， 故 2500. WIRE v BUS vo, MAR 77° 252^ 的 (9， 

DTE, AMARA =r. 

综合 上 面 的 讨论 ， 我 们 得 知 ， 内 存在 一 组 基 
(va: nzsj(mod2), 7-08 1], 

且 满 足 关系 式 (1), (2),(3)。 此 时 

1, nzzj(mod2), 

0, 其他. 

现在 计算 rr COO fexta LEER. AA 
a(W )x(e)v, = —inz(e)u,, 

Al m()U.€ 2^ ,, dim n=l, &kd3c,€ C, 使 


H(E)Un FCV ane 


dim2^, = { 


另 一 方面 ， 我 们 又 有 
(ECV Vs = z(9)8 + n 1 Ung 

= (SsS+l1+n)onrv ne “AV 27 (evs 

zoQU(V )v 4-2 (S714 fD)6€,U. . o, 
根据 命题 3.8，s+ 1o n0, lo. 0s. FC 与 ?无 关 ， 是 
一 固定 常数 , 设 cv =c,. N ale) sid, estl Mm, €{0,1}, 
使 c=(-1)":， 那 么 ， 我 们 得 到 

T(E)Un = (—1)"10 ne (4) 
现在 取 m,=m, +j(mod2),m,€ {0,1}, 从 引 理 3.3 知 ,存在 bEC,， 
HVvET, À 
x(l}u = bu, 


& = +5), = 5), 则 


av, = (8; + Sa) Une | (5) 
我 们 前 面 已 经 导出 等 式 
x (Cv, = jc Dr (8) 


RE u()21*'«qau0" 821,2, BA, Ge»? ES ru, 
in Sfr. 
情况 (B)。 此 时 3 n<0, f£3ve274 - (0) Ig zr (Vv = 0, 
Wn AE ER 4, LE x(V_)'v =0,， 设 4 是 其 中 最 小 者 。 从 引 Bi 
3.5, d$ 
Q0 2 z(V.)*z(V ,)v 2» n(V yn (V tv 
-4[n4(n-2)--(n-2(9— )]z(V )* ^w 
=~ 4[n + (n- 2) + s -(n-2(4-1)]z(V 2? I, 


Heo 的 选择 ， 应 有 nV V0, jn<0, AER 可 能 的 。 故 
对 一 切 420, z(V )'vxo, & 


gr/ = 5 Cz(V,)ivz Denote, 


4»0 

27 ARE IU), ACW), wk), (V 2) 作用 下 不 变 。 根 据 引 理 
3.5, BH AV PRS, MI’ TDR AKOERB, A 
用 引 理 3.4， 我 们 有 (9 WFR 

ZVF’! «e 10) A 
BÀ aV VEZ nurgas 5(G)2(V21v€ T naa n<, KE 
面子 空间 的 和 是 直 和 ， 即 

P=Y'Pr(E)T". 
取 v, v,=m(e)r, M&s=-(n+1), B 


1 
Uk ES Er Cr DELL CG k<n), 


1 
Uk syry k "V Yk (对 k>-n), 


现在 vi {Ht |k| zen Al ken(nod2) À Æ X. 
注意 到 
XC =z( - i W? -iW + PARI 
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=- aO -ix(W»v + aVV, 
1 2 : 1 2 
= -也 (n)?v -inv = 2 Cn +2n)v 


= Do, 


故 对 一 切 有 定义 的 x, BA 
n (Cy = (8? = Dv, 


现在 ， 利 用 引 理 3.3, M kn, ROA 


nz (V uk 7$ 


1 
$x1-(k«2)7( ITV -Wes 


s?-(k+2-1)? 
s+ + Kk)vk .2 


类 似 地 ， 对 k>> -n, # 
z(V.)vk = (S+1-k)ve s, 
总 之 ， 对 一 切 有 定义 的 Uk, 都 有 


nz(V)k-(S*14k)vi,,, 


TV vx = Cs +1—k)vk.o, 
HEM, Are), =V n, X ken 作 数 学 归纳 法 ， 有 


1 
AXE Vk = T(E) Esere EV vias 
l 
NES ET TV TE at 


1 
"siic(-k-3)7 VV ke sv x, 


MAA ne)? =1, KH—H|k| on, kæn(mod2), # 


m(£)Uk2U ky =C—1)™ LK, 


这 里 我 们 取 mi 20. XE m,€{0,1},m,=n(mod2), WHA 1 (Dv 
=0 Uu, MHES =s -s 和 oc =s +S, RH 51,55, A 
wi) = t] G/T 121,2. 
LR, VERE CE, 2770 5; cn BD SEE. (AY RIZ, A^ -77, 
MRC), In EnEn- {0}, He TV en 70, 
在 引 理 3.5 中 取 4=n+1， 我 们 有 
Q m z(V )?*!z(V v, 2 z(V AV 2?*!,, 
此 时 ， 或 者 
(a) zm(V )?*!v,-0, 
或 者 
(b) z(V )"t!», - 0, 
对 于 情况 (a) v 2 2n(V.)?*v,€ 27.4 (020,8 2n-2—0), 
而 TCV ,v=0。 这 归结 为 上 述 的 情况 (B)。 
对 于 情况 (b)， 我 们 令 
g^! = >， Cr(V,)v,= Sent, 
150 $—o 
2^' f£ gc 55 K" FARE , 利用 与 情况 (A) 相 似 的 办 法 可 证 明 7 (02 7^" 
CX, KY EG KTR, EY RY, RY’ =7, 
Hs=n+1, *pkz0,-—,n—1, CML 


1 
Var kt) = Sp] oe zk” -a-k 


注意 到 
x (C)v,= | -Ja (W)? -iz(W)- i naQ a.) | 


= l (n? + 2n)vn = IG - Ds, 


故 对 一 切 有 定义 的 vx， 
n(C)v, = ($ - Dik, 


按 vx 的 定义 ， 我 们 自然 有 
TV )Uk-2(stl—k)k 2e 
Al FAS 183.3, À 
z (V ,)unca ken "ipaq VOTV Wast 
s*—(n-2k- 1)* 
*"7$-(n-2k-]) Pn-2k 
z[s*1-4(n-2(k* 2]? s-ak. 
和 情况 人 A) 中 的 讨论 相似 ， 我 们 知道 可 选取 m € (0,1) 48 
T(8)VK = (— 12" 10k, 
FER m,€ (0,1), (E m,=n m,Gnod2), VE xC(l)v,=c’va, 选取 
S$,,84, [i $=S,-S., 0’ =S1+S2, 令 
wit) = |t] * 4/7 |t, i0 1,2. 
BA, (C205 nO, ip SH. 
情况 (D)。3n>>0, f£3ve27.-(0), ME (V v =0, E 
re) aid, Mk 0-Em(vC€Z.. TT 
z (V ,) n (e)v 2 n (e) yw =0, 
KH, m (Ov 满足 情况 (B) 中 的 条 件 ， 于 是 此 时 问题 可 归结 为 情 
aO. 
情况 CE)。 和 情况 (D) 类 似 ， 此 时 问题 可 归结 为 情况 (C) 而 得 
到 解答 。 
定理 3.6 到 此 证 明 完毕 。|] 


$4 GL(2,C) 的 可 容许 表示 


在 $2,§3 中 对 GL(2,R) 引 进 的 许多 概念 和 推导 出 来 的 一 些 
结果 ， 只 要 作 一 些 简 单 的 修改 之 后 ， 就 可 以 用 到 群 CL(2,C) 上 
来 。 在 这 一 节 里 ， 我 们 概略 地 介绍 GLO, C) 的 可 容许 的 不 可 约 
表示 的 分 类 问题 的 主要 结果 ， 略 去 了 这 些 结果 的 详细 推导 。 
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GL(2,C) 的 极 大 紧 子 群 U(2,C) (二 阶 西 和 矩阵 所 组 成 的 子 群 》 
在 这 里 起 着 上 两 节 中 群 K=0(C2,R) 所 起 的 作用 。 把 GL(2,C) 看 
作为 实 李 群 ， 其 李 代 数 为 9，， 令 gc = 9004C, UAC HAS 
代数 。4i 的 一 个 表示 称 为 可 容许 的 ， 如 果 它 限制 在 UC2,C) 的 李 
代数 上 能 分 解 为 有 限 维 不 可 约 表示 的 直 和 ， 而 且 每 个 不 可 约 表示 
出 现 的 重 数 是 有 限 的 (这 与 $2 中 可 容许 性 的 概念 等 价 )。 

对 于 群 C* 的 两 个 特征 标 4.,4。， 我 们 同样 定义 无 限 维 函 数 空 
iH] A Gu, B2 VAR U A Beas Con , He), n. 

设 

Hi (Z) = (22) tit 205 Bey 
(21,2, zc C»), 
uz (Z) = iQ) = (22) it zez, 

这 里 ai,bi,4,b 是 非 负 整数 ， 且 aub, =0b =0, 

那么 , 我 们 关于 GL(C2,C) 的 可 容许 不 可 约 表示 的 主要 结果 可 
综述 如 下 ， 

3384.1 (D 以 pr 表示 SU(2,C) (行列 式 为 1 的 二 阶 丁 矩 
阵 所 组 成 的 群 ) 的 唯一 的 n+1 HEAR STE XR. 005,0, 是 可 容许 
的 并 包含 hI AE AREE. nca b, n=a+b (mod2)。 此 
HERBS 0, 一 次 。 

(2) SF t be, Pn) BARS C, He) A pn 的 作用 空间 , 那么 : 

(a) 如 果 4(z) 不 是 2/21 mz IDEAS KP p21, 221, 
BBA CG ba); SG He) 是 不 可 约 的 。 与 CH, Ho) 等 价 的 表示 
记 作 nxG., H). 

(b) 如 果 u) =z, Kin pl, 9—1. MBA 


Fort = D, FU, He, Pa) 
aw Pag (med?) 
FES (Hy, He) BE — BASF AI, 以 OCH, Be 1D 5.7 Gn He) SI 
价 的 任意 表示 。 而 以 zn n id 5 XIE] 
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SF 5 Chey au) m FH Ha) / Fo Chi, Ho) 
上 的 表示 等 价 的 任意 一 个 表示 ， 
(c) 如 果 ule) =2 ?2z-?， 这 里 pl, 421. BA 


Fito) = >) F Cy Ha Pad 
1P-QlanePt+g 
Be P+9(mod2) 
EF (4, , 42) ERE FRE Si. D On ud S AE On n) E 
价 的 任意 一 个 表示 ， 又 以 o (5, i) 1d 55 À If) 
Jo sa) = F Cy, Hy) / F $C, ba) 
上 的 表示 等 价 的 任意 一 个 表示 。 
定理 4.2 符号 如 上 ， 
C1) z 4,4) 57 Q5 n2) FTA FED AE ACT XE 
5,45) = Qi 2) (A, n^. 
(2) OCH, He) Ejo (i^, 82) Ci CE ACER EO FT IEA 
要 条 件 是 
Chi, H) = (O^, n 或 (iS. DD. 
(3) 如 果 n) -z'2*, Ep p 之 1,9 之 1， 那 么 存在 一 对 特征 
Vi Voy B uuu -vsw. TOA 2193 = 2727, HERG o Cu, 4) StF 
TV, Yade 
定理 4.3 GL(2,C) 的 每 个 可 容许 的 不 可 约 表示 都 与 某 一 个 
(Hy, He) SH. 
从 于 面 的 定理 可 以 着 出 ，GL(2,C7 的 可 容许 不 可 约 表 示 不 
存在 离散 序列 。 这 是 它 与 GL(2 , 足 ) 的 一 个 不 同 点 。 


习 题 一 
1. 分 别 以 G,K,4,N 记 SLC2,R)，S0CG2,R (5 2): 
sem (^ T)sen) .0 作用 在 上 半 复 平面 


hp={zEC:Imz>0), 
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其 法 则 如 下 zeb 9= (^ $)eo, 


az+b 
cz+d° 


g(zZ)= 
则 


0 i 1 . 一 

(, X za) riti, y-a?, i= =]. 

C1) 证 明 六 4->b: gog BMH. Li dait R 的 Haar 测 度 ， 
WR" fy Haar 测度 为 


d*a 


d*a= . 


Wi a (a) = az。 
(2) 证 明 LIEN LES NA 上 是 aCa)-idxdra。 注 


意 ， 我 们 有 
(g€ G:g() zi) 2K, 


(3) 证 明 G/K--b: gKe»gG) BMH. xt fECelG)， 设 
f*an = | fo)dk, 
Wl C 的 Haar 测度 dg 唯一 决定 G/K 的 G 不 变 测度 dg， 使 得 
Le Frag [ fag. 
(4) 证 明 C= NAK 和 
| 13e» | | | f(nak)a(a) "!dndadk, 
2。 继 续 用 上 题 的 符号 。 如 果 gc G= SL(2,R) 可 以 写 为 


1 x 
9 = A Jro» 
a 0 1 8 


a 0 cosÜ sinô 
ha = ( - ) To = ( . ) 
Q a! - sinf cos0 


其 中 
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财 取 aCg) = a?, 
(1) 证 明 


a(r,h,) = (a?sin?0 --a7?cos?0) 71, 
X se C,ac R*,i 
$41 
Oa =| ah) + dk, 
K 
Ai v= atan0。 则 


_ qtr h t= (1 + v?/asye-} 
Pas- Ca) 一 UR Dx a +2)? Ve 
《2》 用 控制 收敛 定理 证 明 以 下 渐 近 展开 式 
at^! l(s/2) 


$,(a) — 


VxFQrDAC Ct 
3. 对 0,t,xER,H 


( cosÜ sinô et (0 ( 1 =) 
fa = = n, = " 
d 一 sin0 cos ) ^t ( 0 e^t ) z 0 1 


设 
1 0 0 1 0 0 
(, -] ) , ) (, » 
(1) WEAR: ro =expb(X — Y) ats exptH,n, 2 expxX, 
a b 
io =(" g )Ec= SLC2,R)。 


(2) 证 明 ， 


9g=rodtfz， 


b d M 
其 中 9 = tan-1( - c/a), t= “log (a? + ot) x2 TS 以 及 


-1 pon 
G Ta = Tige Üeqcgs osin o» 


其 中 
t(g;9)= Fleet (deosó + bsin@)? + (ccos0 + asin0)* ], 


_ _if ecos? + asing | 
¥(9;9) = tan | dcosb + bsiné |*° 
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设 9 = sl,CR) 是 G f FOI, UE 9 的 通用 包 络 代数 ， 对 X，， 
e, X Eg a= XX, X EN 定义 微分 算 子 imm feo, 
g€G, 
ð’ 


fga) = dt, oet, 


fCa exp tX enexpi X,)| ， 
t, 


seat =o 


r 


0 
Ot eedt, 


wz-(* f 


y —a 


f(a.g) = J[Cexp t, X exp t. X,g) 


tyme a0 


Jes. 


(G3) = 
t(1,Z2:0) = [cos8( — acos6 + f'sin0) + sinf (ycos0 + asin0) ], 


¥(1;2:0) = [cos@(ycos6 + asin0) — sinf ( — acos@ + psin0)]。 
R(T VEC HRA, vc V, fF 
G-V:gonz(g)v 
是 光滑 函数 ， 对 aco, Wim (QDv-70,a:). K 


1 0 
m=-{+(, 9) 
Li 4 +” ithe 18), LA “-” 记 表 示 
1 0 | 
H ei 
W-(-,-), Br - LOO, K » (,:9€ R), UH ia Pot dg 
Jerta 
f(km) 2 (- (m) 7! f(), mEM 
对 差不多 所 有 的 KEK. MEL. nez 
$a (02679, 
(4) 证 明 ， a. Hon ceZ»Ykm, 2H Pana € ZE 
Rs, æ=#,0æ#.. ge CHG = KMAN(A= (acie R), N= 
(nz:x€ RD f 


34 


g - k(g)m(g)e"' 'n(g), 


HACC, ENG BRE O AO UR ORE f(r) 简写 为 100))， 
(1,4 (9 (0) = eC * mo Vf yg:0)). 
(5) 证 明 以 下 公式 


Ta, a CEDO = — (A+ 1701 2289/8) 


.os df 
*9(1,;2:9) ig 0) 
Tia ( 甩 ) 由 mn = la 1+ ™M)Dinse + A+ 1-M)Dm_)s 


Bi, 00594 = G+ p+ M) Dm re t Lon 


- n +1—M)O m9 


n.a 0008 = (A+ l+ M)Dms0 — m 


Zon 


- rao +1—M)Pm_os 


TAH i On MOm HA = -i(X -Y), 


Na VibgerAtl+ Mons, X=H+iCX +Y); 


A.,4(Y0:64,79( «1-2 mua, Y' =H-i(X+Y), 

(6) 证 明 ， 如 果 4EZ, 则 不 ;, , fr. :都 是 不 可 约 的 。 如 果 4 
是 个 整数 ， 则 趣 ,,、 是 不 可 约 的 ,Ax-,, 是 可 约 的 ,如 果 4 是 奇 整 数 ， 
M x, 是 不 可 约 和 的， ,,, 是 可 约 的 ， 

4, ERB 9= IC. ROLL 


1 0 0 1 0 0 
n=(, INI x=(。 小 Y=(， >) 
为 基 。 以 ad 记 伴随 表示 。 对 变 元 ， 考 虑 行列 式 


det = (t«| -adX) zq4(X)t3 — 4 (XWH? + qu (Xt, 
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其 中 a, 是 gc 上 的 多 项 式 。 

(1) 证 明 ， 如 果 bc 是 gc 的 Cartan 子 代数 ，4 是 (gc,bc) 的 
ER, Hebe, Ma(H)=acH), RX Ege 为 正则 元 ， 如 果 
4s(X) 头 0。 如 果 adX HRS BR, MRK ARB. 在 9 ER 
多 项 式 

o(xH + y(X4+ VY) +2(X -Y)) ax?+ y?-2?, 

(2) 证 明 ， 如 果 o(Z)40, WZ 为 gc 的 正则 元 ， 如 果 w(27) = 
0, MZ HERE. AR ZE gc 为 双 曲 元 ， 如 果 0C2)>0; AMA 
元 ， 如 果 w(2Z)<0( 见 附 图 )。 


C3》 证 明 ，。 在 G=5L(2,R) 的 作用 下 ，9 分 解 为 以 下 轨道， 
Gn = (Z:Z€8,9(2) 20), 
gi={Z=xH+y X+Y)+2zCX-Y): 
x? + y! - 22<0,2>0}; 
gi= (Zo xH e y(X - Y) ez(X - Y): 
x? 4 y? — zi«c0,2«0]) | 
gt={Z=xH+y(X+Y)+2(X-Y): 


x+yi-2z=0, z>0}, 


36 


g,={Z=xH + y(X4Y)-z(X -Y): 
x.yt-£:20, z«) 
和 {0}。 
5。 设 C(x,V) 是 5LC2,R) 的 表示 。 A SLE, DRA R A 
+1 的 实 2x2 和 矩阵 。 作 诱导 表示 (从 SL(C2,R) 至 SL:(2,R))， 


t(gm 


z'-Indspao 7, CLC, ROBUR 


b jad — bc | Y? 
, 1 )-( Í " "n" 


a b 
jad— bel? Jad — be] !^? 
c d , 


lad -be| V? lad — bc| 7? 
取 Ri 的 特征 标 X 作 GLO, RO Wm: 
a b 
*(, 4) = Cadet) 


a b 
lad -bc|'*  jJad-bc|'* 


x x’ 
7 C d 
(ad -be|V? — lad - be]? 


现 取 工 为 习题 3 中 的 7... WEE T... 820909, TO B. 
6. {On} (DID BE SG), SG, LD. E 义 映 
SIT IF si) >F He HEA TO, = 4,04, 
(1) Hs - mARAR, WME 
a. -l((—-se-14n)/2/TP((s*1*n)/2); 
(2) ds 一 mn 是 奇数 ， s<0, DE 
a, zlim'(( 2519 0)/2/T(G +1 +n)/2); 
(3) ESs-m&ZE, soo, Wy 
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a,=lim(z-s)P((-2+14+7)/2)/PC2+)+n)/2). 


iH: TEO DORRA, mA mRs-mRBAM, WT 
Els (b) 如 果 s <0 和 s - m 是 奇数 ， 则 KerT =F plk, H) 
PTEI (Hi, b) EEE, (O MR so 00s - m 是 奇数 ， 则 
KerT = .£,(n, n0 TE. 1,12) Evi, 


7. WI 2 6L(2,2) , G- 6L (2, ), N={( 1 ):*eR}, 


A={( . ):a,>0}, K=002,R),N,={(" BILE 


a, 0 
Are {( Je 4:24. G=Gu2=N AK, el= (1,0), 


0 a, 
€= (0,1), x= x6 + x, € R', [x 2 xi +x}, 定义 国 数 2:C 一 
R.:gr»|esgll. 证明 


a) N={( "Jrez} Nas 


(2) 如 果 o 是 广 的 紧 子 集 ， 则 【jj aoa 亦 是 入 的 紧 子 集 ， 


ata, 


(3) ej Tg —(Z?- (00-9; 
w 8 (n( ^ eem 
(5) e(C ne G nat eds 


1 0 
(6) EKA fü ver PDO), = nf T ye 


0 4, 


则 ea; >v 3 /2s 
(7) min (x) = min P(x); 
ry 


P98) /2 V3/2 


(8) G=TGut, An R uzi/2, t«v 3/2. 
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非 退 化 正定 对 称 实 x 2 RE RH, BA AAE 
jpR(EiEzE HIT. GEH EVE Aa F: g€6, AEH, 
Ar 'gAg=[g]A, WEB] 

(9) H=G/K, 

i Siu = ('naniac€ A, ne Nu), 证 明 

(10) H=[TIG; 

(以 上 是 二 元 二 次 型 的 约 化 理论 。) 
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第 二 章 op 进 域 上 GL (2) 的 无 限 维 表示 


本 章 讨论 局 部 域 上 二 阶 全 矩阵 群 CL(2) 的 无 限 维 表 示 理 论 ， 
给 出 可 容许 的 不 可 约 表示 的 分 类 。 这 些 结果 在 自 守 形式 的 理论 中 
将 起 重要 的 作用 。 


$1 完全 不 连通 群 的 表示 


设 兴 是 一 个 拓扑 空间 ， 是 %% 的 一 个 非 空子 集 ， 如 果 半 不 能 
表 成 它 的 两 个 非 空 , 互 不 相交 的 开 子 集 ( 关 于 闻 的 诱导 拓扑 ) 的 并 ， 
则 称 放 是 一 个 连通 子 集 。X% 的 一 族 连通 子 集 ， 如 果 其 中 任意 两 个 
子 集 都 有 公共 点 ， 则 它们 的 并 集 也 是 连通 的 。 因 此 ， 对 入 的 每 一 
个 点 x， 存 在 着 唯一 的 一 个 包含 的 最 大 连通 子 集 ， 称 为 的 连 
通 区 。 如 果 半 的 所 有 连通 区 都 由 一 个 点 组 成 ， 则 XX 称 为 完全 不 连 
通 拓扑 空间 。 

一 个 拓扑 群 的 底 空 间 如 果 是 完全 不 连通 的 ， 则 称 为 完全 不 连 
通 群 。 本 节 讨论 局 部 紧 完 全 不 连通 群 的 无 限 维 表示 理论 的 一 些 基 
本 概念 。 下 面 以 G 记 局 部 紧 完 全 不 连通 群 ， 容 易 证 明 ( 请 参看 拓 
TREN ABAD , 群 C 的 单位 元 素 的 每 一 个 强 域 都 包含 有 一 个 紧 
开 子 群 。 

iV 是 复数 域 C 上 的 向 量 空间 ,GLCV) 为 V 上 可 族 线 性 变换 
所 组 成 的 群 ,6G 到 CL(CY) 的 一 个 同 态 映射 工 称 为 @ 的 一 个 表示 ， 
记 作 (x,V)。 对 G 的 任意 子 群 H， 令 

V"z[pycV:n(h)w-v, VhcCH), 
定义 1.1 给 定 群 6 的 -个 表示 (CX,V)， 如 果 对 任意 vEV， 
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G,-(g€G:z(g)v =v} 
是 G 的 开 子 群 ， 则 称 表示 (7 ,VY ) 是 光滑 的 。 
如 果 (x,V) 是 光滑 表示 ， 任 取 vEV，G。 是 6G 的 开 子 群 ， 因 
而 是 G 的 单位 元 素 。 的 开 邻 域 ， 从 而 其 中 应 包含 C 的 一 个 紧 开 子 
HK, WRAL KEC。， 故 vEY。 于 是 


Ve UV: (其 中 K 取 G 的 所 有 紧 开 子 群 ).。 — CO 
K 


反之 ， 如 果 上 式 成 立 ， 任 取 veVv, 则 存在 C 的 紧 开 子 群 人 ， 使 
JEYVY4， 此 时 天 ECu。 于 是 天 是 G, 的 开 子 群 ， 我 们 有 左 陪 集 分 
fi: G.-UgK, gK 都 是 开 集 ， 故 C。 是 一 个 开 子 群 ， 这 表明 
Ga WERK Rm. MAEL. SEDET ERI EKO). 
定义 1.2 REC B xo On VO la Re Zn P PSI AR IE. 
OD (xz,V) 是 光滑 表示 ; 
D 对 G 的 任意 紧 开 子 群 K， 有 
dim, Vico, 
MAC ,” 是 可 容许 表示 。 
取 定 6 的 一 个 极 大 紧 开 子 群 K。 设 (7 ,W) 是 K 的 一 个 连续 不 
可 约 表示 ， 我 们 令 
V.-(veV: JRT: WV, IEve TQV) H 
VkcK, wcW, A Tr(k)w = x (k)Tw), 
引 理 1.1 (n. Vo 是 G 的 可 容许 表示 的 充分 必要 条 件 是 : 


a) V2 SOV, OOK lE E RAAT Bat RAD); 
(2) dim V , «oc, 


iE =. HER CY, SREMAETH G。， 这 是 6 的 
TE &UsG,DK, URKMAFH, KE AB. K= 


Use 于 是 用 天 的 元 素 作用 在 "上 生成 的 子 空间 是 有 限 维 的 ， 
是 K 的 一 个 不 可 约 连 续 表 示 ， 应 包含 在 菜 个 V, 之 中 ， 故 有 
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y - Xv. 


SUS K AA EE Sido T 在 V 内 的 作用 空间 (注意 K 的 不 
可 约 连续 表示 都 是 有 限 维 的 ) 内 的 一 组 基 为 {v1,… ,va}， 取 所 有 vi 
在 内 的 稳定 子 群 (为 K 的 4 个 开 子 群 ) 的 交 K* 。K* 为 K 的 紧 
FFR, VSVU. VO 是 有 限 维 的 ， 所 以 V, 也 是 有 限 维 
的 。 

< ,有 取 定 vEV。 按 引 理 的 条 件 , 不 失 一 般 性 , 我们 可 以 假 
设 v 属于 某 个 V ,的 某 个 不 可 约 子 空间 ,由 于 7 是 连续 表示 ,所 以 
v 的 稳定 子 群 应 当 包 含 天 的 某 个 开 子 群 ， 根 据 我 们 对 定义 1.1 所 
作 的 讨论 可 知 表 示 (,Y) 是 光滑 的 。 

现 设 U 是 KK 的 任意 紧 开 子 群 ,不 失 一 般 性 ,可 设 U 是 的 正规 
TRE. 现在 只 要 证 明 V? 包含 在 有 限 多 个 V, 之 中 就 可 以 了 (因为 
每 个 Y, 是 有 限 维 的 )。 假 设 + 是 K 的 一 个 不 可 约 连 续 表示 , 它 限 
制 在 U 上 是 恒 等 表 示 ， 而 是 的 作用 空间 中 一 个 在 rCU》 下 不 
动 的 向 量 ， 那 么 XCK)w 也 在 +CU) 下 不 动 (因为 U 是 K 的 正规 子 
R, Mr )r(u)r(K)w=n(u')w=w, VkeK, uEU), 这 
样 ，K 的 在 U 上 为 恒 等 表 示 的 连续 不 可 约 表示 和 有 限 RE K/U 的 
不 可 约 表示 的 等 价 类 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 因 而 只 有 有 限 多 个 。 在 
这 些 表示 作用 下 不 动 的 子 空间 的 直 和 包含 V'， 故 dimV" co, | 

引 理 1.2(Sehur) 设 (r,Y) 是 G 的 可 容许 不 可 约 表示 ， 则 

Hom,(V ,V) =C, 
证 已 知 
V = (JV* (对 G 的 所 有 紧 开 子 群 求 并 ). 


取 0 关 AEHome (V, V), M vgcG, À An(g) = n(g)^. Ñ 
He BD Ap AVE OVX, jf dimVA«cco, 4k A HEVE A A e Gc EC 
a,€C, & 

V, 7 (v€V:Av sag) -E10). 
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itt vocc, Æ 
An(g) -n(g)Áv-ayr(g). (VvE Vi), 
Ak n(GDV.CV. (AV A ay 4, KVV. Tq AE A-ajd, Hl 
Homg(V ,Y ) 内 一 切 元 素 都 是 乘 纯 量 的 线性 变换 。 | 
现在 考察 G 的 可 容许 表示 CX,VY)。 设 K 是 G 的 一 个 紧 开 子 
SE, mi V* 是 Y 的 对 偶 空 间 。 定 义 
V*cK)-(v*cV*:ykceK, 
<v* ,z(k)v» = «v* vp, Vv C V), 
SU y = 【jjV*(K) 是 V 的 光滑 对 侦 空间 。 所 以 了 的 元 是 在 G 
K 
的 某 一 个 紧 开 子 群 作用 下 不 变 的 线性 泛 国 。 
定义 1.3 (EV LENG RAT 如 下 : 
GL (9g)v* jv» = «v* ag"), Vv*cV .vcV, 
RAVA, VERSER. 
4 之 所 以 是 C 的 一 个 表示 ， 是 因为 
C$ (g,gv* ,v» = «v* , (C919) Dv? 
= 0*,7(92 )7 (93 VY 
= <%(9,)v* n (g1 Dv» 
=< Cg Cg v* v», 
Al 7 (9192) = (907 (9). BHM, Mote V* Cg K g) CT Hg 
Ct (g)v* , zt (k)v» = «v* , n (g^ )) n (K)v» 
-€*,r(g kg) ag" )v» 
= < ,XAG v» 
-«(g*,v», Wve€V, 
由 此 知人 Cg)u* e V* UO CP, FAO WECM. 


$2 诱导 表示 的 结构 


eR, FRR 7 进 数 域 Qp 的 有 限 次 扩 域 , 而 11= 
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lelr= Gr CERF SE. XS 
Op={xEF:|x|<1}, 
Pp,-(xEF:|x|«1). 


令 G=GL(C2,F),，K =GL(2,Bp) 是 G 的 一 个 极 大 紧 开 子 群 ， 取 
CG 的 两 个 子 群 N AGP: 


e Deer) 


令 B=NA。 本 节 的 目的 ， 与 第 一 章 类 似 , 从 F” 的 特征 标 构造 出 
8B 的 表示 ，、， 从 而 得 到 群 G 的 诱导 表示 (PC He). Qn 29) ,并 进 
而 讨论 这 样 的 诱导 表示 的 结构 (参看 下 面 的 定理 2,10)，。 

定义 2.1 iku, h: 3g F" 的 特征 标 Cquasi-character， 即 不 一 
CEB HIER). LS = .7 (Ai pa) 记 满足 以 下 条 件 的 C 上 函数 D 
所 组 成 的 复 向 量 空间 ， 

(1) 9:G 一 >C 是 局 部 常 值 函数 ( 即 在 C 上 每 一 点 都 存在 一 
个 邻 域 ， 使 限制 在 该 邻 域内 是 一 个 常数 )， 

(2) MER GEG, a,a,€F*, x€ F, À 


«(C » g ) = Hy (44) He Ca) 


Lip =o, nid GXE.7 LIA EM Hm, BlvgeG, RE oc, 
定义 


al 
l oc), 


PEDE = Bhg), Whe, 
根据 Iwasawa 2r fft sk. C = BGL(2, 65), J (hi, b) AD FR 
数 由 它 在 GL(2, oy) 上 的 限制 所 唯一 决定 ， 这 个 限制 函数 可 以 是 
GL(2, E r) ERE PARE 


e(C T Jo J= maduma 
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(Vg€K, a,,a44€ C NR, XE Or) 的 任何 局 部 常 值 函 数 。 如 果 
U 是 上 的 一 个 开 子 群 ， 限 制 在 K 上 而 在 p(0) 作 用 下 不 变 的 函数 ， 
期 满足 如 下 条 件 
PECK) = pu = b(k) (VkeK,ucU) 
的 图 数 可 以 看 作 定 义 在 陪 集 空 间 K/U 上 的 函数 ，K 是 紧 的 ， 故 
K/U 是 一 个 有 限 集 ， 因 而 这 样 的 函数 的 金 体 所 组 成 的 向 Se s (A 
十 有 限 维 的 。 因 而 ，P C14,k2) 是 可 容许 表示 。 
Xs b. on 4.) AERE B f — HEU: 


» > J^; (apu, C) 
2 


的 诱导 表示 Ind$ Gs i)e 
4x GO 寺 满 足 如 下 条 件 的 国 数 f 所 组 成 的 空间 ， 


a, x la 
f = 1 
C aJe) [45 
V9g€G, a,,a,€ F*, xe F, 


EA, (057,0, DCS, CHE EB EBRES E. RESER 
化 后 ，G 上 的 Haar 测度 满足 如 下 条 件 ， 


f, 


| fete s [. f | 1i feat dndadk, 
6 NJAJE 14 


al 


我 们 容易 独到 ， 积 分 

| f kydk 

K 
是 久 上 的 线性 型 ， 在 G 的 作用 下 不 变 。 可 以 证 明 ， 存 在 一 个 正常 
Be, f 


| /codo=c| | | 


a; | 一 


(na( i i Jn Jdndadny, 
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由 此 得 
[iex A Des 


设 PE SCU.u), PE FUTU), Mer, RNS 


<P ,中 ?> = Le (k) >, (k)dk, 


显然 有 
<PCG) PI PCI) $i» =<. >, 


故 <o92:> 是 一 个 不 变 双 线 性 型 。 因 为 OO. 由 它们 在 人 上 的 限 
制 唯一 决定 ， 所 以 这 个 双 线 性 型 是 非 退 化 的 。 由 此 可 以 推 知 表示 
ICN TD Or D EP FAR CO), F Un 222 f 
逆 步 表示 。 于 是 我 们 有 

引 理 2.1 符号 如 上 。 

(1) 存在 SG, Ay) x F (47! 4 > C 的 非 退 化 双 线 性 型 
<O, ODE FCH, Ha), PE (CT gn; D). 

(2) p ,u30 5 pU D BUE IP E AER. | 

为 了 进一步 研究 G 的 表示 (pCa,42) ,了 (ph,42))。 我 们 引进 
几 个 与 它 等 价 的 C 模 。 

以 9 (F*) 记 定义 在 F 的 有 紧 支 集 的 局 部 常 值 函 数 所 组 成 
的 向 量 空间 ， 它 通常 又 称 为 F*” 上 的 Schwartz-Bruhat 空间 。 同 
样 ，F 上 二 维 仿 射 空间 F 上 的 Schwarrz-Bruhat 空间 是 指定 义 
“iF 上 有 紧 支 集 的 局 部 常 值 函数 所 组 成 的 向 量 空 间 ， 我 们 把 它 
iE SCF’), 

QE F f— Ste SP EY = Yr Yer = 1D. 

CES (CF Eg AUR ER 

o(g)P Go = G (xg), 
其 中 x= (21,4, EF ,而 
a b 
) = (AX, + CX, bx, + dx). 
e d 


对 于 F* 的 特征 标 sos RRB CES (CP) ES — À & 


xg = (Xi E 
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示 。 为 叱 ， 我 们 先 证 明 如 下 的 


命题 2.2 符号 如 上 。 存 在 一 个 G 在 .9(F") 上 的 表示 ? ,满足 
如 下 条 件 ， 


a) (G ”_)) a0) = fel cea, cbs 
(2) (i 


0 1 
(3) r (( )) P(a,b) -Í Px, y)yCbx + ay>dxdy, 
-1 0 p? 


其 中 dx,dy EF RF v B9 AIHA Haar 测度 ， 


« (C Lee. - «(C SLE 


0 1 
G) LA PT je P WAP? Fourier BP, Hp 


x 
| ))ec.» =p(xabyP(a.b); 


@~(a,b) = f, Pla, yoy dy 
(其 中 dy E FET v i3 BS B Haar 测度 ) , 则 
(r(g) PT 2 o(g)0^, 


证 RATS BARRIER, MA AA HE 
导 过 程 。 


首先 ， 群 SL(2, 户 是 由 下 列 元 素 生 成 的 ， 


(hh 


-1 0 
其 中 cEfF*，xEF。 这 些 生 成 子 之 间 满 足 如 下 关系 ， 


(a) «(^ MEZ "ju 


-1 0 
b :«( 
Ore 0 i} 
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€ 0 e 0 ce’ 0 
ef ll )=( ) 
0 c7 0. (c! 0 (cc! 7! 


C 0 1 x e^! 0 1 c?x 

oO. me . X 0 JG 1 ) 
可 以 证 明 ， 以 命题 中 的 (1) , (2) , (3) 三 式 来 定义 映射 r , 则 .上 面 指 
出 的 关系 式 (3) 一 (f) 都 保持 不 变 。 由 此 推 知 7 定义 了 5LC2,F) 在 
2( 户 ) 上 的 一 个 表示 ， 可 以 验证 (5) 对 SLO, P) 的 上 述 生 成 元 也 
成 立 。 因 而 ，(5) 对 一 切 9E€SLO, PMB mor. HBO), 将 > 
的 定义 扩充 到 GL(2, 了 Ff)， 根 据 + 的 这 种 扩充 后 的 定义 , 我 们 立刻 
推出 (4) 式 成 立 。 | 

PH. WP" 的 特征 标 如 ,及 gEC=GLG2,P) ,我 们 定义 

ta C0 =u, (detg) |detg|*? r(g), 

Me PE LC), & 


OCH, Ha d) -| , PIOS C 719 (107) dt, 
, 


其 中 dxt F* 上 的 一 个 乘 性 Haar 测度 。 由 于 中 AREE, 所 以 
上 式 右 边 的 积分 是 收敛 的 。 

定义 2.2 WEF), 4 

Welg 795, Ho, n ,n, (OP), 

TAW 04,2918 B Weg) (PE ACF) BA for] s Hi]. 

现在 让 群 C 以 右 平 移 作 用 在 WO, (b, BIA 

pW ch) =W (kg). 

那么 ， 我 们 得 到 G 的 一 个 表示 (o,W 0,2), KERA 
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pC9)W oCh) =W oChg) = Gn, is, rA se, Ch) 9) 
=F (Hi, be, Tara (1) Cr, ua, (gP) 
=W 


Taa, 00e 
我 们 再 来 定义 G 的 另 一 个 表示 。 首 先 引进 如 下 的 
定义 2.3 XHW,EeWGu nu), W 
a 0 
Pola) = wo(( 0 ] )) acF " 


Hi(6,:0 € v CF*)) Br n reg S Za Bid A # On. 
FAP AHEM GE HG 0) ERSTER, 
(De =r, , s, 90 . 


由 于 
T(91 9:05 = oy, (8182) 


=o, , atta, ALL. -7(9,)7(95296, 


所 以 我 们 由 此 得 到 G B9 — MAR Ct, HCH Hed) 
MOE HCH), BNA 


a(( ; J)eco = «eq». 


这 个 关系 式 可 验证 如 下 : 
«(C DOCELA "Ye 
x 0 
-W., ong G os((， |J) 
= (us m rn (C, Jenn (C je )) 
=| nons o m Car) lax] i [He :)) 


AG Ie pene 
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= f ion uo Lax LU 1)) 


x (on) ,7) J 
=| icons e) er [ax 17 LUN » 
LOUER 
=f n ust Ga Jax]? + vo 


(AG Deco], a 


1 


SVOD | non. oy? |. sna (C7 y Jaroa 


= 4 (n, Hy Toy one (C , )? ) 


= p(bx) ZU : )) =YCbx)Po(ax), 


"Pas Be A Br S [iE Hy G Co WC, 42) ACT, G1.) 
HD GG: He), F (hy hD AOE. 

引 理 2.5 符号 如 上 。 

d) Edu Cou, Q0)! | = lol", ZE s>- Mt vee 
SC, B 


ains co 7t ap O `) 
对 F 的 任 一 加 性 Haar 测度 可 积 ， 而 且 
[v (Un J)eco7 tet 1/2 g(ax)da 


50 


-| CORET AOT A OMALT d*t, 
F* 
D 另 一 方面 ， 有 等 式 


(OR) CES 


=p(a)a,(a)"! | PCat, ta Gu, dt, 
F 
而 且 对 任意 IEC, h), TERA, EARE 
{ae F*: |a| <e(p)} 
包含 由 的 支 集 。 
证 因为 


ee (eer 
=m (a) laj? 中 (Cane D 


- 4G) al^ | o cons CO 0G)", 


a 0 -1 -1/2 
w(( esc jal 
=m (azma | Plat st Du, C) 71d*t 
F 
guef OORDT A Gom dt 
r* 


因为 >> - 1， 所 以 我 们 有 


IN [d «t atu, (t) y(t) 7! |d*tda 
rJr* 


ol 


=Í f JPC at“) | |t] d*tda 
PJP 


Ss | 1 G0) | [t] t d*tdb coo, 
由 于 上 面 的 积分 “绝对 ”收敛 ， 所 以 我 们 可 以 作 下 面 的 计算 : 


"4 Lecta y(ax)da 


-| «cx | Pct at at) dt Jaa 
F F* 


=Í Ah) {| P(t at^!) y(ax)da jan 
F F 
-| . a Ou (f, C,arvcaxtyda bam 


=| .2 x0 pO ple L| dt, 
最 后 ， 根 据 等 式 


(S iD 


=u (0) | PCat on con c a, 


容易 推 知 存在 cC9), 使 (aE Fija <eo aE ó iss. | 
An wo FER, lo@l=1ltl", so, GS 
€ FCF’), 84 | 
Z(o,d) -| 、 P(0,t)w(t)d*t 
是 收敛 的 。 根 据 这 一 事实 ， 我 们 有 下 面 的 
引 理 2.4 VE | (On (7| = ltl, 5-1. PEK), 


g€GL(2,F). & 
fo(g) =u, (det g)|det g|? . Z(agnuig! ,pCg)9), 


这 里 ar (5 = 1 为 二 的 赋值 。 则 我 们 有 
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pO f, =faaerartaera 11/2 ones 
imi H.(/,:9€cP» = F, h)a 
证 我们 有 
Dh} fo Cg) = fo Cgh) 
= i, (det gh) idet gh| '’? Z(agu,u;! . P(g P) 
=p, (dei g) idet gl"? Z(apu yz, 
o Cg) [i (dex h) | det A|? (WPD 
= f) des iidetht 1/2 pikig o 
下 面 分 三 步 来 证 明 {fo:@BE (CF)}= Ah). 
(OD) E XC f£ CF) LATER OP: 
P(g) =u, (det g)|det g|? pg), 


此 时 有 
fo(9) 2 ZCaenuus' PDD). 


SUEU-(g€6:p(0)9 9) GIHS—^ TRE, MUA, fem 
是 一 个 常数 。 对 任意 0,6 0. OU 是 9 的 一 个 开 邻 域 . HIE QU, 
c" g-gu(ueU), i 
fo C9) = foCgou) = ZCagnauz! , DCgou) P) 
= Z(aguns! ØC D CU) D) 
zZ(agun; ,D(gu2 P). 
由 此 可 知 fo 是 C 上 的 局 部 常 值 函 数 。 
(2) 从 上 面 导 出 的 p(9) 对 f。 的 作用 公式 可 知 
POD) {fo BEZES bE rE). 
所 以 ， 为 了 要 证 明 f。E€ 7 (41,4s)， 我 们 先 来 证 明 
AR MI CIE fo. 


我 们 作 如 下 计算 ， 
a, x 
MU 4) 


a x 
= Zarpps',p(( A a ye Jutaan) Jaial"? 


2 
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z4,(0,2,) {a,a,] 2"? [mona 


Due 


x le (cm(， 


2 


tr] 


= i1, Ca,0,) |a,4,] 1’? [ncn co eco ana 


217225 u Caa) laa] ^L) 
a, 


ij 
Gs 


x Il H(t) Hg 0,71 6 | PCO ,:,0d*t, 
a, P 


a 1/2 
= p(ap p Cas) Ie: fel). 
2 


ME, HVIEG, f 
A MOLD .) 


a 1/2 
2 "TOAST 


= H (a) He (23) 


x Ub, (a1) halaa) [a,/a,] ! * foD). 


这 就 证 明了 fee F (4), He). 
(3) Hifrikt£EfOGDC. uu». 4 


P(x,y) 


-位 (x, WACO,DG, ge K=GL(2,@,%), 


Bet g)!f(g), (x,y) = (0,1)g, 9€ 


ER, SESE), We fecun. WA SF 
由 它 在 天 处 的 函数 值 唯 一 决定 ， 所 以 只 要 对 yg 
fe, WAG f =feCQCV GEG), 
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K, 


(7907917 1:5] 函数 
EX if EH fg) = 


B (0,129 = (0,139 (9,9 EKE IH t€ oz, PEEL te 
Pr —»9((0,)9) 20, lx gc K, E 
fe(g) =u, (det g) [det g] 7? 


x [mu Ic, dt, 


F 


现在 |det gl =1, t€ f, 故 [t| 1, 我 们 有 


sowo =0(0,1( | ’ Je) (» ’ ek) 
eb! ty) (t 2) 


1 1/2 
= i, (det g)~'4, TH, (1) Ha (t) P fo) 
= i, (det 9) "n Q) 7! m Ct) F9). 
代入 原 式 ， 利 用 | duoi, mne 


fe(9) = p, (det Df iO n, CE), (det g)”! 
d. 
x H(t) uu Ef (gdt 
=f, 4*-f qaem. 
oP 
由 此 知 F (nun = {fet PESFC(F’)}, | 
命题 2.5 Eu GC | = lt)", s>-1, WECOW Cs, 
425580 oQ He) Ovi) IR FA GR, 
证 OO SER, # W= bEz, MA fs.-90. 
因为 我 们 有 
0 -] I x 0 -1 
MG XV eG 动 
0 — 1 0 —1wxvIax/3 
= (det( 1 ,)) det ( i ) 
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xlama (C e) 


ACCORDE 


根据 引 理 2.3 的 (1)， 我 们 有 
(TX 1) 
BRZO : DCR [a|7 !/? y (ax)da = 6, 
于 是 /。- 在 (， “，)N 上 处 处 为 零 。 另 一 方面 ， 从 引 理 2,4 已 知 


fo € Fs, 所 以 fa- #EB() JV sa aR. IM G, 
有 Bruhat 4> f jk, 
0 -1 
= N 
G BUa( ) , 
METZ ES 由 此 知 fe~ = 0. 
D 从 (1) 的 结果 出 发 ， 我 们 定义 映射 
a W Cn, n) m On un), 


[Ex VPC LCF’), À 
a (QW, 2 fs. 


从 引 理 2.4 知 .x 是 一 个 满 射 。 
(3 我们 来 证 .x 是 一 个 GRA, BE. V9OEC, A 
PCG) (Wo) =£ (CGDW 6) 
从 引 理 2 .4 中 的 公式 得 出 
e Cg). We) = pCa) fer = f suae sriact #1 17? oce 


特别 是，B( ， 


= fus uam nr ades g it? ceune 7 


To, uomo m We, ,, ; une? 
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= a (P(W.,). 
(4) 我 们 来 证 x 是 单 射 。 
首先 ， € fo~ =0, 则 由 公式 


Jv 5) i, Ca) ^42] "*é(ax)da 

0 -~Iyl 
ZEE 
sue Wf。(( ，。，)) 对 几乎 所 有 的 等 于 淮 . 但 ws((， 7) 


l 
29 (MEZ k)i F 上 的 局 部 常 值 函数 ， 由 此 推 知 M 


YaeF"，W。((” ，))=0. 于 是 ,对 任意 gEG， 有 


Wo Cg) = PDW of ( i i ))=0. 


ZRH, dio Wo) = fo~ =0 EHW. 20, Bl dE 84. 

综合 上 面 的 结果 ， 即 知 巡 是 (0 W Cu, n) f Co FC, ,u2)) 
的 C 模 同 构 映 射 。 | 

命题 2.6 EB 004007 | = el? s —1, NICO, WCG, 
和 (7 nO, ,pe)) 是 同 构 的 G Bi. 

证 定义 映射 

AW (p, us) >K Ca, uo), 
EAVES), A 
AW) =. 


Tg WG, BDZ U HORELA m EN. KE 


(We) = $400 = wa DL 
参照 命题 2.5 证 明 中 所 用 的 方法 立刻 推 知 W。=0， 故 .x 是 单 射 。 
再 来 证 .wx 是 G 模 同 态 。 我 们 有 
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TI) W o) -z(g9)0,- Pre ea ine 
TW, »,19e =p(g)(W,), 
A nOD = PC), Moy GRH. | 
引 理 2.7 SEC 的 如 下 子 群 


p-[(f D) seran). 


SLPS (CF) EB AR LS. MP: 
a b 
Z( Joo rooga, VecF', 


WW oo 为 不 可 约 表示 。 
证 COO 设 信 夭 {(0 是 人 9CFD) 的 一 个 不 变 子 空 间 。 取 
0HPEW, ENF SIA 


vNeq( Dy. 


ses; 1 

'WLUBTERCT SE 2 5 的 一 个 表示 空间 ， 这 时 Y 可 以 分 解 HO; 
不 可 约 表示 的 直 和 .但 2 ;是 紧 交 换 群 ， 它 的 不 可 约 表示 都 是 一 
维 的 ， 即 为 其 特征 标 。 故 有 Y = VY ,， 其 中 ,为 特征 标 v 所 对 
应 的 一 维 不 变 子 空间 。 设 Y ,天 {0)。 任 取 0 天 和 8EY.， 则 有 


O(ae) = (| )so -2y»(2)6(a), 


Ej 9-0, 设 bEF*, E O+., 46600-4025, MOC) = 
$0):0, HX ac F^, ec oz, 有 
$(ae) = ó (abe) = v(e) (ab) = v«e) (a), 
(2) X 2B; 的 任意 西 特征 标 4, ELSPA BR 
w(x), EESK, 
0, EEEF 
我 们 来 证 明 ， 若 uro DORÉ EM Sr HH iE, MwA 
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d(x) -[ 


$,€W, 
令 


ves [ so [C YRC Deje 


AB x HF RAR ÉEMTS. HT OCW, WEL, 的 不 变 子 
ZR, tke bd’ CW. HF 


,(( : )},(( 1 eo -xe)óQo, 
所 以 
$'(ag) = | HCE) 9 xag) p(tae)d*t 
fp 


tma 


co | ACDC xa) ba d*t, 
7p 


-oj ict, (( 1 , ye : i eoar 


zug) Q' (a), 
另 一 方面 ， 从 关系 式 O(ae) =v(E)D(a), RITA 


eco =| pyre) pd 
oP 


= (a) | como ses 
F 


= (a) - G(a), 
设 p-" 是 使 V1,-m=1 的 最 大 理想 ，p" 为 使 
Movi yet ml 
的 最 大 理想 . Hexen", Hacp', Mp! 是 使 
j(xa)zi, ViIED 
的 最 大 理想 。 
分 两 种 情况 来 计算 上 面 出 现 的 积分 Ca. 
(a) aE e}. Het 
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Goa) =f -wd yr dr 
oy 


263]! IG) y xod*t,, 
d 


选取 OF mod +p") 的 一 组 代表 元 素 {u}， 则 


e; VU wat, 
we (uw) 


Bo v(u(1-p")) =v), 


TE 
[pe ant = >) www] ,UGux)d*t, 
F v€ (uy bee 
但 
LEI -p'—9tz]14s, sep’ 
=>suxE p" 
" ==> p (ux) = Y(ux)ý (sux) = y(ux), 


- = x = 一 d* 
[wwe d= Dp) | an, 


F “E (v) 


代 回 原 式 ， 即 得 
G(a) = ao 5 n vC) cux) }vol(i +p"), 
sé (v) 


Hi T Gauss ffl Su ty (uU) (ux) £0, Ac LING Ca) 50, 


iw} 


(D aE er, ER, #n<l, Wd voe; TRES ME 
CPP. Ava = 1。 此 时 
Ga) =Í u^ (v) ytxa)d*: =| hip) ds, 
or "p 


MEn lk uv ho; LANIER APE. He; 上 任 一 非 平 风 
HERO, E[ ,Cid 大 0， 则 利用 积分 的 不 变性 ， 有 
“7 
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Î «cadi | ea^ aste ach) &(t)d"t. 
^ ^, ^, 


HA eG) =10V € e D, xx SedNdEELUS ES. B 
此 即 知 此 时 应 有 GCCa) = 0, 

4n>U, 1-p»p'"'21-p", Wu ope HR 1 +p?! 上 的 特 
征 标 不 恒 等 于 1 。 设 中 ;有 陪 集 分 解 式 


2 = [va +p, 


te) 


Vul 
G(a) =| ,U v (ty (txa)d*t 
^, 


- S voan veo] ,bv dt 
1+? 


1s) 
=0 
(其 中 用 到 如 下 事实 若 tEvCl +p" '), Mi=v+u ,ixMr € 
p" ixa=Vxa+t’ (ux)a, xE pr", MALE ts, ikore pT”, 
因而 w(txa) = v(xa». 
综合 上 面 的 讨论 ， 我 们 得 到 ， 
p’ (ae) =p(e)P’ (a), a€E FPF’, EEO}, 
$’ (a) = b(a)G(a), 
其 中 
=0, PaE}, 
X0. #aee,;, 
在 上 面 的 式 子 中 取 a = 1， 则 得 
$' Ce) 2 (6) 6' C1) (EE Fr), 
%'(1) = PDG #0. 
FE, 6/(029'(O00,C€0. AAG EW, KO,EW, 
RE LMA, Mrki, SDBBSESOCW,BSe6.cW, 
AAC E> AAT TMSH ER RER v, PA, 在 证 明了 $s。€ 
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G(a) 


Wi, 以 (bs 4) KE CD ,v), 重复 上 面 的 论证 ， "[Anó, EW, 这 
FE OM oL 的 所 有 西 特征 标 4, 都 有 ,EW。 而 CF") 是 由 $s 及 


No y)o«o-s ao 


ERR, AM RDRW = (PU). XR, SC RAH, 
引 理 2.8 JE (0s 7| = IU, 52-1, WES Cu, h) 
内 存在 最 小 非 零 不 变 子 空间 XX， 使 YfE x41,42)，nEN， 都 有 
f-o(mfex, 
证 ”根据 命题 2.5 和 2.6， 存 在 C 模 同 构 
SW, >I Oy), Wo,)= fo-, 
a SW Qu uy) Cy My), a (Wo) = s. 
于 是 有 .Cu n) BY CG BANG RRE yx-'。 这 样 ， 我 们 可 
以 把 问题 转移 到 .Ch n, PORE. MA (n, n EF" EBB 
(FES) FARKHARSA. RINKSRESSPOMR 
f. 
p" eft ol == 的 E Xs. MPC ou up, ns 


( EN 4 


$' (a) 2 6(a) - n (1) O(a) 
z(1-9(ay)é(a2) € Y (CH, Hy), 


My = 0 时 ， “= 0， 4 y 关 0 时 ， $’ ]y-1,-^-70, 根据 引 理 2.3 的 
(2) 可 知 ，$ 的 支 集 包 含 于 集合 (LaE F* alee 2h. Hits 
gp’ 是 F* 上 具有 紧 支 集 的 局 部 常 值 函 数 。 这 样 ,VE o nsn), 
neN, 有 
P- RANGE SF)INY U hy). 

BS CF 1 HH, 42) F {0}, 

MAWE, HG, pa)) 的 一 个 不 变 子 空间 ， 考 察 C 的 子 群 
P, PAT =E, MCECUODWIREQG, v C) 的 不 变 子 空 
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间 ， 车 WW 天 {0}， 则 因 vzé1, Sow OAGCW, TRA NnEN, fe 
$6-z(694z0, T. U7O0W-E(0), IBiBEIB2. 741 £, 不 可 
约 ， 由 此 即 知 WCF), WYA 3n (s i HATES REF 
SE. Wu Y d Cx, On nO RO SERRE SF A, BON 
EX Qn) NEN, Hb-rMPEY AX = MY), 
MX SC up) 具有 引 理 所 要 求 的 性 质 。 | 

引 理 2.9 ROZES U, h), Vn€N, pin - f. 则 存在 
产 的 特征 标 Xx， 使 

y= xag, [by = xa, 

ili HS C9) = 常数 . x(detg), 

iE 取 ce F*， 我 们 有 


C ‘| (^ y "X " 
e 1 - 0 c 1 0 0 1 " 
Su=puyu.05', SRB fs NESES, h), FL 
我 们 有 


AQ. aenor “YO TY 
neenon tr TMC 73) 
em o) 


因为 是 局 部 常 值 函 数 ， 故 应 存在 理想 a， 使 4 在 a {0} 上 是 常 
值 。 取 定 x。€ a 一 {0)， 则 对 VxE rs x0, dixx,€a-(0), & 
W(XX_) = o(x)u(xy) 20x), 

由 此 推 知 oCxz) =1 (Vx€ CF\{0})， 而 % 为 群 F* 的 特征 标 , 而 F 

HE HR. HIHI, 
现在 令 x = 4,07? = nag^*, M 


— yg -1/2 2 yn1/2 
y= xa ?2, pm xay". 


63 


设 


DUR Bein f = fim € o n.p, A 


wq c on) 


-] 
0 


fig) -u,CaDnus(a,) 


ay 
a, 


= xauaoy((， )) = 常数 . xCdetg). 


因为 NA( ” DN 是 G 的 开 稠密 子 集 ， 故 Y9E G， 上 面 的 等 


式 都 成 立 。 | 
在 做 了 上 面 一 系列 准备 工作 之 后 ， 我 们 现在 可 以 叙述 和 证 明 
本 节 的 主要 定理 了 ， 
3182.10 iku .hp 是 F* 的 特征 标 . 
CD 车 p31 天 QF，0F1!， 则 a,b), On BD ERA A 
GE. [E— Soc.) FHT G MIA Un ns. 
(2) dins; =ar, WE RRES fü 
n,-xal/?, By = az”? 
WF CH, pa) 只 有 一 个 无 限 维 不 变 子 空间 Se Gb), JF HL ERE 
CpG) Fo On ABA. 任何 与 此 表示 等 价 的 表示 我 们 记 
Wyo Gi, in). ^ 
Agnus) = F Cy He) un, 
Md ms Cup) =1, HX Gn, n = C[x(deD ]! ,f£fap 5o, 
IE Os) ES SEU RO SE RS RE BT IC A Gn ung), 
证 G) 由 引 理 2.1， 我 们 知道 可 以 在 Ah) x Fn, 
ui50 上 定义 非 退 化 配对 6。 >, SEE 
1 0) CDI = I, s>-1, 
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WX 755882, 8b fg SIE A WES B]. WX GE Be Rh X CL 
Jj n. MV PEX4, nEN, fe. sn, tif -pf 
EX, i 
0z«f- pQDf ,= «f d» - Pf, p> 
2f,» - «pQ ,pp YY 
z €f,» -«f,p(n y» 
=<f, — p(n )y». 
由 于 f,n 的 任意 性 ， 及 双 线 性 型 非 退 化 ， 由 上 式 可 以 推 知 ，VYVnE 
和 NN， 有 Pm)Y=W 512,9 245X'z50 时 GER ve SG, 
U), FEF ROBE Rx, fF 
e = xap! ?, uj! = xai"?, 
于 是 
B; = 
与 假设 矛盾 。 故 必 有 X+ =0。 则 X = SG, nu). RM, CoC, 
My), n. un) XÉT REZJ G 模 。 此 了 时 ,其 道 步 表 示 : Cot), 
FQ! 95 )) 也 是 不 可 约 的 〈 因 为 逆 步 表示 的 真 不 变 子 空间 的 正 
交 补 是 p(h1,42) 的 真 不 变 子 空间 )，。 
An 12,004,027! | = lt], msc -1. BA 
HG) 71050277] 9 ft, -s>-1, 
按照 上 面 的 结果 可 知 on! uz AEE og 00,05). 是 不 可 约 
的 。 
(2) 车 /wzl= ar。 取 天 "的 特征 标 X， 使 
H =x s B, 7 Xa5 F, 
按 引 理 2,8， 取 .7 (n, He) BS EI ERES FSX ES, On, Me), 
AXTA U, u), AXE ICY CIR TEE IS REO ABA 
jBp(y-vivne N), A 
JG! wa) 2 (6€  Q,n;):p(n)ó 26, VNEN}, 
WX (u.s. SB 2.9. 7 01,050" 中 任 一 非 零 元 
3x] — BR x (det) (Nu! =x az’? wt = xa). RN 
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又 有 
 p(n)x^(detg) = x (det(gn)) =x (detg) (detn=1) 


Kx" (det) € 030, TEE On! i, 0" = CO (den) 是 
一 维 子 空间 。 
考察 J UTDI (Hy, He) FURIES APY. FER FEY, 
我 们 有 
€p(g) f Ch), y"! (deth)» 2 «f (0 ,pCg Dx ! Cdeth)> 
= <f(h), x7" (dethg™')> 
=<f,x7'Cdeth) . y^! (detg^ 3)» =0, 


YELU wo) mer zB. FRYDX, XX RMS On, 
u;)*cX^, MX: =J Qu", 

p Qi, Hy) fy FERRIES 2E T IB]W RB X. = 0n h), A 
而 其 正 交 补 W! 导 X+!。 但 dimX! =], HAS CH, He) EPCs 
42) 的 唯一 真 不 变 子 空间 ，(《P Cy, He), Fo i, Ha) E PR EAB YT BY 
G B. | 

选取 JE ICh), Xf, xT Cdet)> 71. ERIE s.n, 
iz<g,x-'Cdet)> =a, Wl 

«g - af, x (de0» = <g, x" (det) > - a¢f, x ! (det) > 


-aüá—azf, 


Hig-af€ X-.,Q,,5. HA 
dim ¥ r (A, Hy) = dim F (Hi, Ba) / So (Hi, ba) = 1. 
PCy, BOXE pn He) ES SA ARR AA IS pn nz EF n, 
H1D5y 内 的 表示 等 价 。 因 而 我 们 可 以 写成 
Jg, n) = Cx (det), | 

到 此 为 止 ， 我 们 已 经 把 诱导 表示 (Un BD On HD FOE 
构 讨论 清楚 了 。 通 过 讨论 这 个 G 模 的 结构 ， 我 们 得 出 群 < 的 两 大 
Xj n 2909 f À Ve dez m Gus, 1) 和 0 Gn, Ha). "ETRAS — tie 
GL(2,R) 的 不 可 约 的 可 容许 表示 中 所 得 出 的 两 种 类 型 大 致 相当 ， 
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但 是 ， 对 于 局 部 域 玉 上 的 群 CL(2,F)， 它 的 不 可 约 表 示 还 有 另外 
的 类 型 出 现在 下 面 一 节 中 ， 我 们 将 对 此 作 一 些 简单 的 讨论 ， 

最 后 ， 我 们 指出 下 列 事实 ， 

G) XEmua,,a£, Mo, n3 5 o0, 4) SH GENE 
们 都 是 不 可 约 G 模 )， 

(2) Sina; =ar, REIG =a) s wy, -xaz' ^? (x 为 F* 
的 一 个 特征 标 》。 此 时 SC, e 包含 唯一 的 一 维 真 不 变 子 空间 
€ Cx (det)) = SG), CRI Ln n) AF Os H/F Chr, Hy) 
等 价 MGR rs, He) = SO, He) / Fs, n) FIF OR, By) 
也 等 价 。 

上 面 两 个 结论 的 证 明 此 处 从 上 略 。 


$3 Jacquet 


上 一 节 最 后 我 们 已 指出 ， 并 非 所 有 可 容许 的 不 可 约 G ER GX 
Y G=GL(2,F))85 x, 4), °C HI Z-SH. Fe, AR 
要 问 ， 在 什么 情况 下 ， 一 个 可 容许 的 不 可 约 G 模 5 7Cu,,u) 或 
€ Qn. He) Zz — 56 (ret 本 节 就 来 回答 这 个 问题 。 

定义 3,1 RACH C=CLO. DHERA V) SVR 
示 由 向 量 组 {rn)v vive V.ne N) 所 生成 的 V 的 子 空间 ， 又 令 
Vy 2V/VON), RVA, V Jacquet, 

X*veV. LIK. + VCN)。 因 为 我 们 有 


a x/l yy fi ay a x 
G 36 OE 9G 
0 1 
所 以 对 b snac NAGEN,ac A), RNA 
zn(by)(n(n )v-v) = z(bn' )v - (bv 


= an(nan’ yv ~ z(b)v 2 tx (nn"a)v - z(b)v 


zzx(n'na)yv — zx (b)u 2 zz(n") G1 (52v) — n (bv, 
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xA CB)VCN) CVCN)。 于 是 ， 我 们 得 到 群 B = NA 在 商 空间 
Vw 上 的 诱导 表示 : 

n(Q)v]-[x()v], Vb€B,vcV, 
AA 

z(Qpv]-[v] 202700» -v]-[0], 
ikan) =idy,。 从 而 8 在 Jacquet RV y EB os JE RE 4 衬 B/N 的 
Xm. 

定义 5,2 REG 的 无 限 维 不 可 约 表示 C7,V) 的 Jacquet 模 
Vy=0, RUG ARH (cuspidal) RR, 

2383.1 设 (z,Y) 是 群 C 的 可 容许 不 可 约 表示 ， 如 果 下 不 是 
RER, Mor, Va, He) BOO (Hy, He) S t. 

证 因为 (x,V) 不 可 约 , 任 取 0 交 VEV, MA (TOv) -V. 
RTE ER, MÉRITE K , akys Yke 
K^), Xk,c K, {E 

K= UM 


为 左 陪 集 分 解 ， 根 据 Iwasawa 分 解 式 ，G = NAK = BK， 如 把 V 看 
fe BR, WE Brae e,)v, ,x(ka)v 生 成 的 。 现 在 Jacquet HV, 
非 零 ， 它 又 是 有 限 生成 的 A 模 ， 因 而 必 存 在 V HT SAV. E 
V(N)CV' CV, 而 V/V' 是 不 可 约 B/N 衬 A 模 ， 但 A 是 Abel BE, 
它 的 有 限 维 不 可 约 表示 都 是 一 维 的 ,所 以 ,我 们 有 dim(Y/Y') =1, 
注意 到 4 兰 Fx x Fx*， 我 们 得 知 ， 存 在 书 * 的 特征 标 几 ,wa， 使 

ay 


i 
2. Cv] , 


a, 


z(na)[v] = 2, (4) H (42) 
Hplye V/V’, m 
nEN, a-(^ "e^. 


0 a: 
取 定 V/V' 到 C 的 域 同 构 映射 0， 令 o[v] = (v). STE Rv CV, 
定义 G 上 函数 如 下 ， 
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$.C9) = (x Cg»v). 
此 时 ， 我 们 有 


(C et eo) 


2 


a, 
a,| 9». 


= 4, Ca) Ha C42) 


又 因为 (zx,V) 是 光滑 表示 , (9:7 (9) v =v ACHAT, t C BI Ag 
PoC EIS AD ERA. S LAR, "DE: PoE PC, He). 
因而 我 们 有 了 映射 
TV (hiha), TH) = 和 (YNmEY)。 
因为 FT(C)v =V, Beko AOR, 65,40. KRW r+ 是 一 个 单 射 。 
对 Yv,.EV， 我 们 有 
T(v,) =, Ch) = (0 (0v), 
故 
0(g)1 (v) = p(9) Po Ch) = by, Chg) 


z(z(hg)vi). 
为 一 方面 ， 我 们 又 有 
THQ), = Da (p vo, CA) = {Th nC g)v,} 
={x(hg) 91}, 
从 而 pC9)r =rnCg)，、 即 下 图 交换 ， 


T 
V 一 > JF n, H) 
7(g) | | omm 


V 一 > FC: Hz) 
Hbri Cr, V) 5r (a, n) RO CO, He) 等 价 。 i 


习题 二 
1. 把 G= GL(C2,F) 看 成 M(2,F) 才 Ft 的 子 集 。F 的 拓扑 决定 
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M(2 . 户 的 拓扑 ， 在 C 上 取 诱导 拓扑 。 设 


a b 
x,={( ): a,b,c, dE, ad - tee e, 
c d 


a b 
K。=-{( JE K,: a=d=1(modp'), b=c==0 (modp")}, 
e 


其 中 nm WERA. ERA: {Kain 0} G 的 单位 元 1 的 邻 域 基 。 
(所 以 6G 是 完全 不 连通 拓扑 群 。) 
2. 58G =GL(2,F), K=GL(2,#), 


B «(^ "y a,,a,€ F* ,xEF In 
0 a; 


e Des eC Der em Zen 


考虑 方程 组 
» tbyza,, 


ca * dy 20, 
如 果 d/cE s, Wea, = (ad bc)/e, 020,8 —1, $uRd/cC n. 
则 取 a, = (ad -be?/d。 这 样 证明 对 gEG 存在 kEK， 使 得 gk = 
bE B。( 即 有 Iwasawa 分 解 G = BK, ) 


mi 0 
L3 —- x z . K 
3. BA=7e", A {( o a, parrez} 如 上 
E. in 
un” 0 
N K ES", 
9€ ( 0 mara) » mes 


证 明 存 在 唯一 的 5E 4， 使 得 9€ NOK, 
a, 


0 


Qe K, M5’ = 8^, ) 


(m ens [C jaunes see) 如 果 有 


1 
6^ BEA, 使 得 5 人 ( o 
70 


4. 设 XX 是 完全 不 连通 空间 ， 以 C.(X) 记 XX 上 复 值 紧 支 集 连 
续 函 数 所 组 成 的 向 量 空间 , 以 C3 记 C.(X)? 中 的 局 部 常 值 函数 组 成 
ÉTÉ. 

(1) AX XE 2x [8] MIE MC CÓ £C. CÓ BS BF RCE 
意 在 这 里 ， 对 范 数 

IfI = suplf GO, 

C. CX) f Banach Ziq), 

(2) 设 局 部 紧 空 间 X = UY XL X RET. X.a2X.. 
证 明 CY(X7 的 非 负 线 性 形 可 扩张 为 Ce(X) 的 非 负 线性 形 。 

5. RARE. IPMS HAR, M Iik 是 K 在 C2(K) 上 
的 右 正 册 表 示 的 子 表 示 。 证 明 .” 是 可 容许 表示 。 

6. 以 pn:* 记 3 的 表示 : 


a x 
na^ *(( 0 a, J) 7 mes) 2. 
Loi G 的 诱导 表示 up. CT VAG 的 任 一 光滑 表 
aR. LE Hom,(7|,,20'7?), vEV, 5E XC EA ART (vo 如 
下 ， 
TQ)9- LOCg)v), 
证 明 ， 
G) 了 (GECTCC); 
(2》 上 一 了 定义 同 构 : 
Homs (nls ,ha ?~ Home(n ,p(u)), 
(以 上 同 构 称 为 Frobeniu>s reciprocity, ) 
71. ROY) BG = GL(C2,F) 的 光滑 表示 。 对 NN 的 紧 开 子 群 
M， 以 VYw 记 由 满足 以 下 条 件 的 向 量 v 所 生成 的 子 空间 ， 


f remvdm =0, vEV, 
M 
Ci) 证 明定 义 3.1 中 的 


VN) = [JV,. 


MEN 
设 L 上 是 V 上 的 入 不 变 线 性 形 ，vE Vy。 因 为 是 光滑 的 ， 所 以 存 
在 紧 开 于 群 M' CM, iB.» BM RBI. MRM = (JmM, 
则 
I, zom)uvdm = D vol M! )nqmov, 
QD 证 明 ， VRHE LENA Ep EER PERL (ND) = 


0. . 
8. ”用 习题 1 的 符号 ， 并 设 

0 1 0 — | _ 

N=(_, JA 小 Na=N\Kay 

A. SANER, Na= NNK,, 

已 给 和 的 表示 (rr ,Y) 对 和 的 紧 子 群 M， 以 Px 记 投射 -~Y2， 以 4 
iv vs. 证 明 

(1) K,=N,AN,,. 

(2) Px, = Py, Pa, Py, 

(3) APy =4, APa, = Py A, 


a, 0 
(4) Ra -(， a ) jaiaz | 1, Mja Naa Nans 而 
2 
[^ 


Py ,n(a)v = f. n (x) x (a) vdx (|; dx=1) 
N, N, 
z (a0). 


(5) AVf.zVf». DJ (a) ig ATE Jacquet RV, ERR. VE 
, MR ,Y) 是 可 容许 C 模 ， 则 (CjGr) ,YY 是 可 容许 A 模 。 
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第 三 章 Hecke 代数 和 GL (2, A) 的 表示 


本 章 的 内 容 是 在 前 面 两 章 的 基础 之 上 ， 进 一 步 讨 论 一 个 数 域 
的 Adele 环 上 的 二 阶 和 矩阵 群 的 无 限 维 表 示 理 论 。 在 本 章 中 ， 我 们 
使 用 群 代数 的 工具 ， 引 进 Hecke 代数 这 一 重要 概念 ， 并 研究 它 的 
一 些 基 本 性 质 。 


$1 BÉ AC X 


设立 是 一 个 向 量 空间 ， 其 基 域 为 实数 域 R 或 复数 域 C。 如 果 
存在 V 到 只 的 一 个 映射 ，VwEV，orloleR， 它 满足 如 下 条 
ft. 

(1) lvl>0, Hv] -0«—9v - 0, 

` (2) flav) = lal leds 

(3) po ev, Dod + 12,1 
(其 中 a 属于 V 的 基 域 )。 则 V 称 为 赋 范 空间 ， 1 IA DV 的 范 
数 . 

设 V 是 一 个 赋 范 空间 , 定义 V 内 两 个 向 量 v3 ,0, 的 距离 如 下 ， 

d(v, ,v,) = ]v, - 224, 
容易 验证 ， 此 时 Vv 成 为 一 个 度量 空间 ， 如 果 V 关于 上 述 距离 是 一 
个 完备 的 度量 空间 ( 即 任 意 一 个 满足 Cauchy 收敛 条 件 的 序列 在 Y 
内 都 有 极限 )、 则 称 为 一 个 Banach 空间 。 

如 果 在 一 个 Banach 空间 Y 内 的 向 量 之 间 定 义 了 乘法 运算 ， 使 
它 成 为 线性 结合 代数 ， 而 且 其 范 数 满足 关系 式 Ive inilvul 
CV v4,v2EV)， 则 称 Y 是 一 个 Banach EM, 

一 个 复数 域 上 的 Banachb 代 数 V 到 自身 的 映射 ，wro* 如 果 满 足 
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以 下 条 件 ， 
(1) (av, +bv,)* = àv! + bv}; 
(2) (Vv) = Vat 
(3) (v*)* =v 
(其 中 ae be C,a. FABRE). MER HAV ES Ate. 
如 果 V 内 存在 一 个 对 合 ， 它 还 满足 以 下 附加 条 件 : 
jv*v]- vt VEY)， 
WV 称 为 一 个 C*- 代 数 ， 
现在 设 C 是 一 个 局 部 紧 拓 扑 价 ， 取 定 C 的 一 个 左 不 变 Haar 积 
4. & L1(G) 表 示 G 上 复 值 可 积 函 数 所 组 成 的 复 向 量 空间 。 对 
JELG), BM 
1f1=| lax. 
我 们 有 ， 
(1) Izo, Biff =0e>s=0, 
(2) laf = lcl* [7], a€€: 
(3) lf * ol/ + ish. 
这 些 都 是 Haar 积 分 的 简单 性 质 ， 其 证 明 此 处 从 略 . Hie, L(G) 
对 范 数 1 .和 成 为 一 个 复 Banach 空 间 。 
V X LOO ARBORI .9 的 卷 积 如 下 : 


f* g(x) = MOT 
ave Bie, yor, MA 
fe g(x) = f Jong dy, 


卷 积 有 如 下 性 质 ， 
lf * ol<isl + lol. 
这 可 证 明 如 下 ， 


If * 91 = Í, ll. fp oy x dy |dx 
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<| | HOT (yx) |dydx 
GIG 


-| iroj, 1gCy" x) (dx Jay 


=f raff oida fay 


= 4l - lal, 
其 中 利用 了 Haar 积 分 的 Fubini 定 理 及 左 不 变性 。 
根据 上 面 的 阐述 ， 我 们 知道 上 (C)? 关 于 乘法 / # 9 成 为 Banach 
代数 。 称 它 是 5 的 群 代数 。 
取 定 sEC， 定 义 


Bcf) = | rosis. 
则 对 任意 EC， 有 
uCf 7x») -| fCa79s71)dx 
G 


:[ JUGs") dv=| fxs) dx = uif) 
a e 


He EC LAA Bhar Hs, FREER), E 
| fords = ac) | f x) dx, 
@ G 
AC ACH ARAR. RITA 
A(st) = ACs) ACE), 
[ reae es | fda. 
a [#3 
HSE L(G)， 我 们 定义 PO =f 40° ( is E 
5), M ELO. x3 X8 PREM. 
(1) (f)*=f, 
(2) (f+ 9)*= fF +g" 
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(3) Cafp* =af*, acc, 
(4) (f*g)* = g*  f*, 
(1) 一 (3) 都 是 显然 的 。 我 们 证 一 下 (4)， 
Go g* Go = fx gc AQ 


POTERIE 
= [ sew aco fon coss 


=| renra Day eot f. 
这 表明 # f Banach 代数 L(G) 的 一 个 对 合 。 我 们 今后 称 LOO X 
于 这 个 对 合 为 一 个 * -Banach 代 数 。 

设 4 是 一 个 有 向 集 ( 即 4 中 有 一 个 偏 序 “ 委 ”， 而 且 对 于 ai， 
a,€ A, 存在 asEA4 fa <a, a <a). f:A>C, mR v e-0, 
在 在 aoE4， 使 当 a>a MA Ifa - al eO Eae Co. WR 
们 写成 lim/(a) =a, 

现 设 A 是 一 个 有 向 指标 集 ， 集 Alu cL Gac Am R 
有 如 下 性 质 ，Y /EL'(C)， 

lim] f xua- fl 70. lim|u4:* f —- f| =0, 
则 {ua} 称 为 L1G) 的 一 个 近似 单位 。 

命题 1.1 L(G) 有 近似 单位 。 

证 设 {N。:aE A} 是 6 的 单位 元 素 。 的 一 个 紧邻 域 基 ， 我 们 
约定 ， 若 N。SN。， 则 as 和 ao。 这 样 ，A 是 一 个 有 向 集 。 对 每 个 
«€ A， 取 非 仙 连 续 函 数 4。， 使 upp(y。)CN。, 且 | uCodx et, 
则 对 fE L'(G), Æ 

[OO = [feos aa. 


因而 ， 我 们 有 
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lu sf - f= | ,| | te (fr dy - feo [às 


dx 


=f [eter - roy 

<f lu, DI fi) = f(x) |dydx 
Gla 

= [fy - flus coss 


=| fy flua Cdy, 
Na 


Erh fya = f(y x), 
SUE UEBIG-- LCOS v fV ÉTÉ AT. 
t£25670, FEEC. CG), Bi] f - 9 中 <e， 这 里 9 是 一 致 连续 
贸 数 。 于 是 存在 单位 元 素 的 邻 域 N EM y yt NI, | oy —9yll 
<s。 此 时 ， 对 YEN， 有 
fu -fally -9y itg -9l + 19y — f vl 
= {f- gl +i9y -Iyl + If- 9136. 
ilim] fy — 7] =0. 取 aoE A, [E "jaa, 对 EN。， 有 jfy 一 
Ji<e RARA, RITA 
hu - face]. us odo =e, 
因为 {Ni!} 也 是 G 的 单位 元 素 的 一 个 紧邻 域 基 ， 而 H suppus 
CNG! uso, fuz] = Iul] =1 (注意 对 任意 SEL), ifl= 
WFD, MARMA ulsf-[ih-0. mi 
\feu,-fl =] kua- D*] s [ui /* — fF lo. 
综合 以 上 推理 ， 即 知 {us} 是 上 CCG) 的 一 个 近似 单位 。 1 
设 五 是 一 个 Hilbert 空 间 ， 儿 (五 ) 为 万 上 有 界 算 子 代数 ， 从 二- 
Banach[t (G)A LCA) 4e das A, BLO) Bs) S (HORS 
St, Wem PRE: 
77 


AC -*g) =A) +A), Ataf) =aA(f)}, 
AQ g) = AQ)AC9). 
如 果 4 还 满足 下 面 的 补充 条 件 
ACF*) = ACf)* 
(其 中 aE C, ACO* KKACORJEBEREHO, MARA L' (BA 
* -表示 。 
Mx -表示 4， 定 义 
NCA) -41v€ H:AQ)v 29, VfeLi(G)}, 
# NCA) =0， 则 A 称 为 非 退 化 表示 ， 
31381,2 iA: L'(G)> 2 (H) AIER -Rm Hs 为 向 
AK(ACO:/eL« G6), ve AERA Fie, MH =H. 
证 WHi-H, AA 
ACCAC = ACgok Pv, 
BRLULA (LMG) HCH, 3E Vv,€ Hi, EH, JELG, 有 
Qi, AQ = AC v» = <ACF# Ju, vi» = 0, 
megad GOH SH. Wwe H,, WM YFEL, 4 
ACDv€ H,f1H, ={0}. 
所 以 v€E NCA) = (0). Hee, 2 (0), BPH, =H. | 
在 证 明 引 理 1.1 时 ， 我 们 曾 定义 映射 C 一 CC)， 


yofy(x) =f(y'x), 
对 此 ， 我 们 有 如 下 的 
2]:1.3 ik f,geL'(, xeG, WI 


(9:2* x fo —- 9* f, 
证 ”我们 有 
(PRESQUE | 2 (2)f C27 dz 


= [renaud 
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- | Ja) fs 2dz = | Jf (zdz 
G G 

= {9-day) Ae de 

=| SEd = 9* «on. | 


2381.4 WE A:L'(GO— eg - XR. 2,A007i70. 
i=l 
WIvxeG, A 
DAC Dai = 0. 
i=l 


证 我 们 有 
0=( SAL DAUM) 


=> SAG Qvi, AGDvD 


il j=) 


= 3k4*üDAQ dy vp 


i-a jel 


= PAGPA DI YP 


i=1 j-1 


=) SKATES 


ial j=l 


-> SAUD)" (C 0: Wi t> 
i=l 7 一 1 
= (SACL De DADDY). 
i=l j=l 
由 此 ， 立 即 得 出 
STACI TET 


P-1 
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现在 设 G IE-AREBEdPBME, EE-E, GEC 


不 可 约 西 表示 的 等 价 类 所 成 的 集合 。 再 令 LOX DO) HAE 
化 *- 表 示 所 组 成 的 集合 。 对 rE C ( 即 工 为 C 的 一 个 不 可 约 丁 
表示 )， 设 其 表示 空间 为 H (应 是 一 个 Hilbert 空间 )。 对 xe G, 
xt(x) 是 日 内 的 一 个 西 算 子 ， 任 取 fELCG)， 及 ue H, 则 存在 叭 
— H af, u EH, WE 


f fru mx cago, VvcH., 
国定 / Mubas EH EBRg—r TERT, RIN EIA 
AQ) =| ITs, 
G 
BR, RE JADE LOA CSUDAH—-T+EBE 映 射 ( 参 看 
下 面 定理 1.5 证 明 中 的 (1))。 


定理 1.5 从 侣 到 LCC) 之 间 存 在 一 个 单 满 映射 0. 使 当 
o(m)= A 时 ， 有 
AQ = | 7COmcoax， VfEL(G), 


z(x)AQD- A(f D, VxeG, JELICC)。 


证 我们 分 四 步 来 证 明 这 个 定理 。 
(1》 设 给 定 (7, 卫 ) EG。 取 定 u,yE 日 ， 则 xm9<A(x)u,v2 是 
GEC 的 连续 映射 。 因 为 (2 是 丁 算 子 ， 所 以 


[cx cou, o» | rou] + ol = Dub + Del. 
此 时 ,对 JELCG)， 有 
[fr ideo. 
对 固定 的 了 ， 由 于 
[ feo 60u, dx | MI + dud nl, 
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所 以 (uv) f eor Gu od 


是 日 上 的 有 界 双 线性 泛 函 。 根 据 Riess 表示 定理 ,存在 算 子 ACf)， 
fIACOII/I, B. Vu,"€H, 有 


«ACDu, v» = [ice enu ovis, 


BA, AC) AE RM. 由 1AC)1<1f1 dE Am. AB 
L(G) 到 (CH) 的 连续 映射 。 

我 们 有 

(a) ACf*g) = RÉTOUOLE 


=| | [GD0gCi xn (x)dydx 
GJG 


=| fury) {| g(yix)n(y xx hay 
G G 
= A(f)A(g). 
(b) <AGu,v> = [teo oou ood 
=| FG) AC!) <a (Xu, dx 
G 
=| Fx) <u, 2x7) vp AC” dx 
G 


=| 了 (xD calu, ud A(x! dx 
G 


= [ fj oor Gov,u»dx 


= <A(f)v,u>=<A(f)*u,v>, 
Hl A(f*» 2 ACf)*. 
A Ei bEIESTULADR, freA JE LOW *- Ra. 
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iiveoo05, MVFEL'CG), ACMv=0. FE 
02 <ACf)v,u> =| Srv ds, 


ERER G)v 0 PRE FO, 从 maas, f r6) 
uiro)! = m(x), Hev=0, BRC) = (0), ix 说明 4 是 
非 退 化 的 。 

上面， 我 们 给 出 了 映射 0， 对 x EQG，o(x) = 4， 其 中 


AC) -| /Or dre L(G), 


(D 现 设 给 定 A c LUG) pA Hy e (ACD e LI), 0€ 
如 生成 的 子 空间 。 根 据 引 理 1.4， 对 x*E G， 我 们 可 以 定 X HE 
的 一 个 线性 算 子 =(z) 如 下 


n(x) (2i4d0«)- SACD. 
我 们 又 有 
(aco (Shan), no SPA coda )) 


= (PD ACD DAUID) 
iml i=} 


=D, AC) Ff) zr UP 


= 5 ><A (93 * fOvi, uj? 


i=l j~) 


=$, DAG, ADU 


1 一 1 j=l 


= (Sad, SAGs X. 
il j=l 
上 式 表明 IOs (x)-!， 即 x(x) 是 日内 的 西 算 子 。 我 们 可 以 
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把 x(x) 的 定义 域 扩充 到 M= HBR. A Jen 
(fy)z， 由 此 推出 xXCxy)= alax). M x -Banach ££ $ Éj k- 
3exHübAEIACOI«II, XA xf. ER, Hem EG 
的 不 可 约 西 表示 

这 样 我 们 建立 了 映射 OÂ, Ar, 

(3) 设 rEC，o(r) = 4，r(4) = pEG。 我 们 有 


nG)ACD = (x) | NOUO 
= [rar andy 
= | for mandy 


- | fr (WAY dy 


=AGUs) = aA), 
HA (Au: SELG), ve H) 生成 H 的 稠密 子 空间 ， 故 必 有 
x(x) = p(x)， 这 表明 ro = id, 

(4) ACL), (A= 260,000 = Be ÉD), mou, 
VEH, Wl PCAC ue LG) HARAS 函 ， 所 以 存在 
函数 9EL"(G)， 使 

cAQ(Qu,v» = OOL 


FE, V/,3EL'(G), RNA 
<B(J)ACg)u, v> 


= [ 160r A cus vod 
= [cou u,v>dx 


=Í | f CO 9, (y) 9 Cy) dy dx 
GJG 
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= | f*acoecoas- «AQ # gu, v» 
-€AC(J)ACg)u,v», 
由 于 4 ,v2 的 任意 性 ， 上 式 表 明 BAG = AAG. 我们 已 
{AG} 4 fy APRS, Ax 8(f) = ACS). eRe, 


ot =id, 


综合 上 面 的 讨论 ， 我 们 得 知 oe TR. | 


$2 Hecke 代数 (jco) 


在 这 一 节 中 ， 我 们 来 讨论 实数 域 只 (为 数 域 对 其 3c 阿 基 米 德 
冉 值 的 完备 化 域 ) 上 二 阶 矩 阵 群 GL(2,R) 上 的 Hecke 代数 以 及 
它 的 表示 和 第 一 章 所 阐述 的 (8,K) 模 之 间 的 关系 ， 


g= 1{fECo(GL(C2,R)):f BAMA K AR}, 
就 是 说 ， 多 :是 GL(2,R) LARK, AA OX XE BOX 
K 20Q,R) 左 、 右 有 限 的 函数 7 所 组 成 的 向 量 空间 。 在 和 群 
Ca= GL(2,R)> 上 取 定 一 个 Haar 测度 ， 任 取 f€ 居 ,， 我 们 可 以 用 


nb) = | ecards 

来 定义 一 个 新 的 Haar 积分 ,所 以 多 ,的 元 素 可 以 看 作 Cr 上 的 测 
E. 

多 :中 元 素 的 卷 积 定义 为 

fox fin =|. f GO fy(k-'g) ak, 

多 ) 关 于 上 述 卷 积 成 为 一 个 线性 结合 代数 。 

fe K-0OQ,R) EXGE—A IRE v, Bi v(K) = 1。 把 天 的 不 可 
约 表 示 的 矩阵 元 素 的 有 限 复 系数 线性 组 合 看 成 上 的 测度 ， 它 可 
以 自然 地 扩充 成 Ca 上 的 测度 (认为 其 支 集 包含 在 天内 )， 这 些 测 
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度 的 全 体 组 成 一 个 复 向 量 空间 ， 关 于 着 积 它 也 成 为 线性 结合 代 


数 ， 我 们 把 它 记 作 多 ，。 
定义 2.1 设 a= Du. W Zer HCL, R fiy Hecke 


代数 。 其 乘法 是 眷 积 ， 即 对 SCH 66H, & 
pops | teorectodu, 


IH =Í fKgu)£ (u71)du, 
K 
设 01C1<i<p) 是 0(2,R) 的 一 组 互 不 等 价 的 不 可 约 西 表示 ， 


E(u) = (dim od) Tr ci(u^l), ucO(Q,R), 


? 
f= Sh. 
我 们 有 
č k; QD = (dim 9,) (dim oi) 
xf Tr ow) Tr oj (utp) dp 
K 
[25 01,01 HERR HK 
oW) =0; w) = (9;,())*, 
从 而 ITr o; Cot) = Tro, Co), o5Qu7v) = oj Dow). AAR 
0(2,R) 不 可 约 西 表示 和 矩阵 元 素 的 正 交 性 (参看 第 一 章 8 1 的 命题 
1.4)， 我 们 有 
£o*£j-0 Cys), 
tío dimot | [Tro,Q) 
K 


x Tr c, (u^ 0,(v) ]dv 
dimo , 


=(dimo;)? $} (aiu) 


NES: 
x | Treo» o (0,(0)) &,dU 
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dime, 


= (dim o,) 之 (0, Cu7)) kk 
= (dim c ,)Tr oí(u7) = £;, 
由 此 立 得 
ExE=E, 
从 而 5 EAR OCE, REIR EAZ HVSRSICR, 
定义 2.2 称 多 na 的 表示 (Fr,Y) 为 可 客 许 的 ， 如 果 下 列 条 件 
成 立 ， 
(OD) Vv€V, ANE aH, wiEV, 使 


v= DACW 
i=l 
(2) SAA OS SICH 5, dim zr (V «oo 
(3) MPAA MSR SIRS, MH rerCE)V, T 
ferv, fet 
是 连续 的 ， 
UD Ve UnrcGE 和 6V， 其 中 上 取 遍 所 有 初等 BSCR. 


设 9 为 群 GL(2,R) 的 李 代 数 ，(z,V) 是 一 个 (9,K) 模 ， 那 
么 ， 对 VYfE Pi;i(1= 1,2), 我 们 可 以 定义 


nC = | NIA 
R 


A, #1CC7(CGa), Au PORER EK Ae BEDS fe 
和 ii= 1,2)， 上 面 的 积分 都 有 定义 。 

引 理 2,1 符号 如 上 。 我 们 有 ， 

(02 元 是 PP & 的 表示 3 

(2) X, VER np 299, IO ER, Wl m E om HR TOR 
75; 

(3) Ea, VEH A FO, DOR, Wim dk Gr. 的 可 AF 
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— 


me 
这 个 引 理 的 证 明 此 处 从 赂 。 [ 


$3 Hecke 代数 (V<co) 


本 节 讨 论 局 部 域 久 上 二 阶 全 矩阵 群 GL(2,) 的 Hecke 代数 . 
今 G= GL(C2,F)， 其 中 是 p-adic BIR Qp 的 有 RAP HR: CF: 
Q5]« co, 

定义 3.1 设 K 是 G 的 一 个 紧 开 子 群 ， 以 PY(G,K) 记 由 以 下 
函数 生成 的 复 向 景 空 间 ， 

f:G>C, 
a) VgEG, k,k' EK, fkogk’) = f9) 
(2) 存在 有 限 个 giE CG， 使 supp fo Kak. 
i 


在 GC 上 选 定 一 个 Haar 测度 u, EMG, OR RAAN 
乘法 为 其 卷 积 
TAC) = | fico entis 
则 多 (C ,K) 成 为 一 个 线性 结合 代数 。 在 这 里 ,我 们 仅 需 验证 fo 


Jeeg (G, KRAT. 
a) vgeG,k,k'cK, RNA 


fi*fo(kgk’) = | fie) f Gk! Yds 


æ=kz, 


Bm (kx) fa Grz! gk! dx, 


= [re GT dne fi* hn. 


(2) Wi supp f, C UU Kg; K, supp CU Kuk, 我 们 有 
i=] j= 
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fix (9) = [eot oos 


= GO | f:G7'g)dx 


iva KG, K 


= SAGA Gp» Í dx 


i=l jm) " 一 1 
j KI,KN9K TX 


= >, SA GOfshpvolOEGg;K f) gKh; K), 


ii 271 
MR Kg,KgKh; KAS, WgeKg,KhuK, HEN keK, iW 
g,kh;cKIK (EG), 


y 
ke g; KIKh;!(K, 


fag; KIK OK 为 无 的 非 空 开 子 集 。 因 为 天 是 紧 的 , 所 以 存在 
有 限 个 1 和 人 = 1, s), KS Loi Kl, Khs', WA 
Kg,KhjK cc U KILK, 


EEE AUK 都 是 G 的 闭 集 ， 故 应 有 
supp/, * f; C U Kl jk, 


isfst 
(gala CA} 2 BRA KNG/K 的 代表 元 集合 ， 对 每 个 
acA, XG ELAR 
[nm E gcKg,K, 
0, KE. 
假设 当 a= a 时， Go, 为 G 的 单位 元 素 ， 并 将 Ua, 记 作 ek. ER, 
我 们 有 


Ua(Cg) = 


| uK), xi gcK, 


éx(g) = — 
< Vo, d JEK, 
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5123.1 符号 如 上 。 我 们 有 
(1》{ue} 是 线性 空间 多 (G , Ko 6 — 2H 3s 
(2) ex 是 (G,K) 的 单位 元 素 ，; 


(3) Ua KU, = D Copy uy, 且 对 适当 选 定 m xvyekaz 
y 


1, so, ms y=l,e,n), A 
Capy= HE{C,1) 195 xigayigg EK}. 
证 (1) (u PRET X. M f£ XX SCH (G,K), 假设 


supp / S|] Kga, K, WERE 
Í =uCK) Sf (ge, ta,» 


ik {ue Bm (CG, Km HB. 
(2) 我 们 有 


ex tualg) = | ex Cou. (71d 
= w(K)" Ua Cd 
- ndo7wcp[ ax = us. 
tak ex Co) = | s Oen 71d 
= un | us cods 
» 


zpu(K)7 tua (g) fax =u,(g). 


dk er 是 多 CCG,K) 的 单位 元 素 。 
(3) RAA: 
ua ug) = [ucou, ag 
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-ad07 | wood 
KIK 
= u(K)7? dx 
KIoKAIKIG'K 
= n (K)"*vol(Kg, K NgKg7' K). 
Eu ku EZG, K), FRE M3. INCL), BMG E Kg KOE 
A), 
iA, =Kg.Xgi', 则 K, 是 天 的 开 子 群 ， (EK: K,]« oo, 
选取 x1,… ,xm， 使 K 有 左 陪 集 分 解 式 K = Uk. tit 


i=l 
Kg.K = [Jxig,K, Hxig.KQxigK 9g GED, 
$71 


[a] FB, Hy ER y, RIPE 使 


Kg,K-|]Jsig,K, Hug fyigK =o GED. 
j-1 
定义 集合 | 
Bz(G,):9y xigayigs CK}, 


AF y2s,021,,1) 属于 K ORAMARE, RB PEPE, 

轧 由 :唯一 确定 。 再 定义 左 陪 集 空间 CV/K 的 子 集 如 下 : 
Dz(xK:xeKg,Kf|g,Kgs' Kj, 

我 们 来 定义 了 到 8 的 一 个 映射 Pp。 因为 


Ko, KÜia,Kgg! K = ( xgoK \N (o U s'v;' ), 
iat ped 


RANEA: IK No, Kos yr IE, WEkekK, f 
xigak E Oy Kgg' yi 'czg, Kg, K, 


EU xiga E gr Kgs' K= [Jg,Kgs'wi'. 


gui 


xiga€ gy K 95 y; NXi9aK CE KG KE g, Kg K, 
此 时 我 们 有 goixigevig CK, MIG D EB8B， 于 是 我 们 定义 
$Qig,K) = (1,1), 
AMER xKeD,xeQ(Uxigafoni,0Kos r5 D» RNA 
KE xX GK Oy Kop yi! CORBET IR L), Hea eK o xig, K, KO 
EDR Bt. 由 于 集合 8 的 元 素 (i, 四 由 ! 唯一 决定 ， 故 
$B 是 一 个 单 射 。 任 取 (1,7) EB， 则 gy'xi9oyi9p =KEK， 则 
Xia = g,kg5 v5! EI Kgg yi (1xig, K 
cKg,K[|g,Kgs! K, 
因而 Xxi9oK SD， 且 (xigaK) = (0,D. KE THE. 
综合 上 面 的 讨论 知 是 D2 到 8 的 一 一 对 应 。 因 为 集合 Kg9。K 
修 gyKg9z1k 恰 为 D 中 各 左 陪 集 之 并 ， 而 vol(xK) =u(K), ik 
vol(K g,K (1g, K gg! K) = n(K)CardB, 
代 回 原 式 ， 即 得 
Ug kug =X, Capytty, 


x 348.2. FORGE 局 部 常 值 且 有 紧 支 集 的 函数 所 组 

成 的 复 血 量 空间 ， 在 其 中 定义 乘法 为 函数 的 卷 积 ， 
fox f [Aeon cna, 

则 82《C) 是 一 个 线性 结合 代数 ， 称 为 C 的 Hecke ux. 

1383.2 ”符号 如 上 。 我 们 有 

(1) O= 册 和 (GE， 其 中 天 取 遍 C 的 所 有 紧 开 子 

K 

fh 

(2) Z (G,K) =k Z (G0. 

i RENOD. BAS eat», A 


ex x f (9) =n] reds, 
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fk ex CO) = | Fer (x 9)dx = aco fCox)dx, 
@ K 
所 以 
ex kf eg Cg =u y x ex (71g) dx 


- K 一 2 x^! 
uCK) [Le gy)dydx, 
AUB ETE, Hk, k EK, A 

ex * f sk ek (kgk’) = ney | [rc kae! yaydx 


ndo. f fed 17196 dvds 


ago [ | Fe ones 
=ek 米 /kek(9)， 
ik S =suppfj。 则 对 任 Bucs, KuK(1 S 是 8 关于 诱导 拓扑 的 开 
集 ，S 是 紧 的 ， 故 存在 有 限 Tue ,unES， 使 
SC Ukuk, 


ixl 


4 gE (KuKi, Vx,vek, x"gyel)KuK, Mix» 


+] i71 


ES, WSC gy) = 0。 这 表明 ， 当 ge (U Kuk 时 ， 


$71 


ex fk egCg) 70. 


从 而 supp(ey xk f xke) — V KuiK, 
£71 
Bax ERIH erk xere (GK), | 
下 面 我 们 来 讨论 C 的 可 容许 表示 和 它 的 Hecke 代数 的 表示 之 
间 的 关系 . 
Wt OL VO) REC 的 光滑 表示 ， 对 站 的 对 偶 空 间 V* 内 任 一 元 
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FRERE, EX 
Ny,v* (G9) zv*(x(g)v) = v* ,n(g)v». 
BXC,-(g€eG:n(Dv-2v)HEGISJET SE, SOWHTIER NEC, 
9G V dE 9s BJ— 4 JF SBR. Vg€gG,, 有 g =g,AChEG,), 故 
Tone (9) = v* ,n (g)v» = «v* ,A (G0) Th VS 
-Q* (gov? = zt,,,* C99, 
即 7,,。*(9) 是 G 上 的 局 部 常 值 函数 。 我 们 称 它 为 (x ,VY 7) 的 矩阵 系 
数 。 
对 fE YW(G)， 我 们 定义 V 上 的 线性 算 子 如 下 ; 
a =| fozas. 


那么 ， 我 们 有 如 下 的 

引 理 5.5 符号 如 上 。 我 们 有 

(D WE #(G), vcV, diftv cV, eie CQ S 1p , m, 
使 

n) = Sow 
(2) Fute V*, & 
at n (yo =| (02. ee coda; 
(3) 对 gE€EG, fe KG), AADI (D S fCg 0v à eO), 


则 
n(AGDD ACDC), 


证 (1) Wisupp/ =S$。 对 任意 xES， 存 在 4 的 开 邻 域 以 ,使 
fb 是 一 个 常数 。 因 为 S 是 紧 的 ， 故 存 在 G 的 开 子 集 US Us, 
(flo, =h BER, a sc Qu. 显然 此 时 应 有 S = Uv. 


U,cS, iUd Xm. xvev, EG B ROT TRE KC, PT 
={veVin(K)v=v}, Euel, WukNU. Æ U BAK, 
而 7; 是 紧 的 ， 故 存在 有 限 多 个 EUG Hl md), f£ 
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Uc Üuus. 


gol 


对 任意 ucU,, Wu-ujkücK), By 
z(u)v = z(ujj)v, 


TE. RETE CRISE Hdidi, AmU.QnUi- 2): - 


xv = | fa cvay = Da] n (g)vdg 


54i Vaan z dg = Mei, 
i tij 


int gmt i=] 


(2) 可 由 定义 推出 。 
(3) WER vtEV*, veV, 我们 有 


<o ,n (À(g) v» -| fg) «v* (Do 上 
g 
=| fig hyv*,n(g)n(Cg ^ h)v»dh 
[r] 


-| figo! hy&n(g»*v* xg h»v»dh 
G 


=<7(g)*v* mv» 
-€v* ,z (g) x (f)v». 
从 上 式 立 即 推 出 x(4Cg)f)=zx(g)x(f)。| 
Mio: QG =1,, n) Æ K =GLO, 8 5) 的 一 组 互 不 等 价 的 不 可 
约 酉 表示 。 令 
E(k) =(dimo,)Tro;(k7!), kek, 


P2». 


IBA, 5 § 228, RITTAA k £-2, BICI E SCH. 
如 果 让 “le-k= 0， 则 :的 定义 域 扩充 为 C RER #7 C hy 
PEI, BARC AW S SICK (A A Kero, AK IF 
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H, ket 6,6 H(G)). 

ENII KHY(QOHRKA YADA, MR 

(1) Vve€V, fe HG), LE n(Dv sv, 

(2) MRAM SRS eH, dimz (V «oo, 

命题 3.4 群 G 的 可 容许 表示 和 多 (2C) 的 可 容许 表示 之 间 存 
在 一 一 对 应 

证 (1) 设 给 定 G 的 可 容许 表示 (r,Y)。 对 JE 多 (C)， 我 
们 定义 

m) =| f(acg)dg. 

取 定 vEVY， 因 (Cr,V) 是 光滑 表示 ， 故 存在 C 的 紧 开 子 群 C， 使 
veVe, 0xu(C)«oo, À 
1, #gEC, 


X =f 
7 0, #9EC, 


We f-5()"!xe, Wil 
rz(Do=| Fawag neo rcovas =v, 

WIE—A^ESEXIEX. BUIBES.2/06 CORN RAF 

RC, f€H GC), TX 
FCeg) =&(9), Yee, 
MBA, Veec, g€6, RTE AGDE C9) 956719) = (9), KK 
z()-2a2(AMo05D-2()10).- 

Ester (QVCV, 但 dimVe«co, ff dimz(£)V «oo, FE 
工 ( 力 为 多 (CO) 的 可 容许 表示 ， 

D 现 设 给 定 多 (G) 的 可 容许 表示 (=z,Y)。 根 CONTE 
许 表示 的 条 件 (1)， 可 知 对 任意 vEY， 都 有 

b= Sinon, (€ ae (6), v CV). 


II 


AUR T Tv =0, RIKER: vocc, A 


$-1 


DAAD vi = 0. 


i=l 
为 此 ， 设 w = DAO), HOGEXG.STRIECO, TRA fe 
i=l 
æ (G), Erw -w, i 
w= nC EADS Ovi. 


i=ì 


BG (G) LMA BE M: PODIA = fhg), Wl 


F* ACGDÍi = [.t60f ds 
- | OU RE 


LOIS UT CUT 
=ACg "(og A * fi 
《其 中 4(9) 为 6 ERRA). i 


wzA(Qg7) Drop AACE; 


i~i 


=ACg- ATDI DWE. 
i-1 
根据 上 面 的 讨论 ， 我 们 可 以 定义 C9) 如下; 
aor 33a0 0 )= DAF. 
i-1 i=l 


WA, V/Eeæ(G), gEG, veV, 有 
ACDA V SAAS”, 


H 
z(g1g) x Cf )v = m(AC9192) fv 
2z(À(gDA(D Dv 2 TCI ACADS 


= HCG ACG2) ACF OLA 
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7(9192) =7(9,) 7092). Mint 9) ÉREG 的 一 个 表示 。 
可 以 证 明 ， 上 面 定 义 的 天 (9) 是 6 的 可 容许 表示 ， 
(3) 根据 (1), G 的 每 个 可 容许 表示 (r,Y) 对 应 于 多 (CD) 的 一 
个 可 容许 表示 
zd) =| force. 
a 


这 个 对 应 记 为 c。 根 据 (2?， 多 CC) 的 每 个 可 容许 表示 Cr,Y) 对 应 
于 G 的 一 个 可 容许 表示 
n(g)n(f)v 2 n (ACg)f)v, 
这 个 对 应 记 为 r。 由 于 xO)v(QGCVYERV, 5pi5|B3.3/802 
立即 推出 rc = id, 
反之 ， 设 居 (G) 的 可 容许 表示 IAT 映 为 G 的 可 容许 表示 
XA(9)， 而 xX(9) 又 经 0 RAK OMAHA TS), Bu 


eu = | [Go rou dg, 


仿照 $ AREAL SIA CO RODE, ATAU CF) 2 200, & 
cr =id。 由 此 即 知 0 是 一 个 一 一 对 应 ，|】 

命题 3.4 在 绑 (G) 的 可 容许 表示 与 第 二 章 所 讨论 的 6G 的 可 容 
许 表示 之 间 建 立 起 有 机 的 联系 。 


$4 限制 张 量 积 和 G4 的 Hecke 代 数 


在 本 节 中 , F 代表 一 个 代数 数 威 ,[F:Q]<oo。 以 Z 记 由 Ff 的 
全 体 规范 化 赋值 所 组 成 的 集合 .车 EZ, 以 F, 表示 下 对 v 的 完备 
化 域 .以 S 记 F 的 所 有 阿 基 米 德 赋值 集合 。 通 党, 我 们 用 v1co 表 
示 vE S。， 而 用 v 过 % 表 示 vE ZNS-。 我 们 又 用 À 表示 的 Adele 
Xt, AACE fy ldele RE, 这些 概念 的 详细 阐述 ， 读 者 可 以 在 有 
关 的 代数 数论 专著 中 找到 (例如 本 书后 面 所 列 出 的 A.Weilt 的 
35. 

97 


4G, =GL(2,F), G, =GLC2,F,), iff 
U(2), #F, =C, 
K,=19(2), GF, =R, 
GLC, Er), u<, 


it K=]|[K.,K.=][K., G=[[G, 以 9 表示 G. 的 李 代 
Pic v joo 


E. 
RUZ S 是 了 的 赋值 的 ~ 个 有 限 集合 ， 且 SCS, + 
Gas 7 IIS. [ IK. 
T ves 


p Gars — À Fag p th Sh RE CG AG EMI EH RAD. ^ 
Ca = U Gais» 


这 里 S 取 遍 所 有 包含 S. 的 2 的 有 限 子 集 。 TC ERREI EA 
Cac 都 是 一 个 开 子 群 。 我 们 下 面 常 把 G。 写 为 cLC2,4)， 并 称 
它 为 {G,} 关 于 {K。} 的 限制 直 积 。 
下 面 介 绍 向 量 空间 的 限制 张 量 积 概念 ， 给 定 一 族 复 向 量 空间 
{VY wne B}, k B, 是 指标 集 B 的 一 个 有 限 子 集 , 对 vc B- B, 
取 定 一 个 非 零 向 量 e. EV,. 对 6 的 每 个 包含 B, 的 有 限 子 集 S , 令 
Vs = (0,. 


ves 


WRS, S RMP ASEM AIRE, SSS, RIEL 
bs: Vs Vs, QQ) Q Cne 

ves veg LET —8 

这 样 ， 对 {Ys,ds} 取 直 极 限 
lim 

Ve—>Vs. 
我 们 称 V HV ,) 关 于 。, 的 限制 张 量 积 , 记 作 (OV。。 显 然 ，V 由 
以 下 向 量 生成 : Qx。， 其 中 除了 有 限 个 以外， 都 有 x。 =e, 
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现 设 每 个 V ,都 是 4, 模 (vE B,A ,为 线性 结合 代数 ) ,又 设 除 有 
限 个 "之 外 ,都 有 寡 等 元 gc 4,, 使 Ye。=e,， 此 时 ，6OV。 成 为 


的 4. 模 ， 如 果 又 有 e EV re, =e, MOT, MOV. & 


同 构 的 A, 模 。 
Se 

定义 4.1 设 Ff 为 代数 数 域 ,2 为 全 体 规 范 化 赋值 组 成 的 
RE. HEZ, AZ idG. fy Hecke KH, 4 
1, @xEK,, 
0, HEK, 
取 定 /为 Ce 的 一 个 左 不 变 Haar 测 度 ， 令 s, - n, CK 2 7x, € X, 
称 K a= + ,为 G4 的 Hecke 代数 ， HIZ. 


x, = 


因为 和 中 每 个 元 素 都 可 以 表示 成 
Lest, e;c c 
的 形状 ， 其 中 / = 的 f,， 且 对 赋值 集合 的 有 限 子 集 $， 当 vES 
时 令 f.-6.. BS’ DS, WüTERE 


C "| TI G, IET! II“. } 


tes’ 


中 ， 我 们 可 以 引进 测度 f ,的 直 积 /s, 。 由 十 
G, = Guen 

而 且 在 每 个 G4.s; 上 这 些 测度 fs 是 相 容 的 ， 于 是 它们 总 合 起 来 成 为 
G4 上 的 一 个 测度 f， 

dM vez, f, 是 G。 上 的 函数 ， 则 上 面 指出 的 测度 f 
就 是 G。 上 的 函数 。 这 些 函 数 生成 的 Z 的 子 空间 我 们 记 为 un 

下 列 有 限 和 
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f= 5 8: 
CHEE S ,的 初等 完 等 元 ) 称 为 ?的 一 个 初等 完 等 元 。 
定义 4.2 ” 设 给 定 多 的 一 个 表示 Cr,Y)。 如 果 下 列 条件 成 立 ， 
则 称 (7 ,让 是 多 的 可 容许 表示 ， 
(1) VwcV, Af,E#,, w,cV, 使 


w= Saws 
i=l 


2) 设 “ 是 多 的 一 个 初等 室 等 元 素 ， 则 dimr(EV <=; 
G) 设 vo1co。 又 设 对 每 个 EZ 都 给 定 一 个 初等 圳 等 元 $，， 
使 除 有 限 个 "之 外 ， 都 有 *, SE. LE 


¢ = C97,, 
则 对 任意 vuEV， 映 射 
£4, Ho TOV: r (rn O QE) 


是 连续 的 。 

对 于 群 G4 的 一 个 表示 C7,V)， 如 果 下 面条 件 成 立 ， 则 称 为 可 
容许 G4 模 。 

A) VÆ, Ko) 

Q) V focii CA 模 ; 

(3) (Qo, KO BRD TEA Ad CA 模 的 作用 是 交换 的 ; 

C1) 对 天 的 任 一 连续 不 可 约 表示 的 等 价 类 v, V rm v 等 价 类 
子 空间 是 有 限 维 的 。 

现在 假定 对 每 一 个 的 赋值 "都 给 定 铭 。 的 一 个 可 容许 表示 
(Cr Ve), ERRAR v LP, mole) V 40,747, (DV, 
HOR, dim z,(5,)V, 21. REBRA v Sb, ÆR e, € V., 使 


H,(En)es =lo, 令 V =COV,, re (or. 我 们 有 
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引 理 4.1 Cr, V) WAAR. 

证 ”首先 ， 只 要 对 形 如 w= @uw, 的 向 量 来 验证 定义 4.2 中 的 
RFO). TE ER FARMER 德 赋值 的 二 的 有 限 子 
集 。 车 vET， 取 w。=e。， 并 令 1/。= 6,. BA, v, -nDt.. 
如 果 vET， 我 们 令 

w, = Sn. wi, 


于 是 
w -[& > x. Gbwije[G rdv.) 
= Dis 
其 中 


n) -{@ ".dbje[& zd]. 
u= (Qui jQ. | 


定义 4.2 中 的 条 件 (2) 只 需 对 形 如 上 = 098 SSI HK 
验证 就 可 以 了 。 此 时 ， 我 们 有 
aV = Qn G2V,. 
因为 对 所 有 v, 00V ,都 是 有 限 维 的 ， 除 了 有 限 个 v 之 外 ， 
E,=e,, ACCOV,=A(E VY,. 
HUE, GOV , 维 数 小 于 等 于 1。 由 此 知 rOV 是 有 限 维 的 。 
定义 4.2 的 最 后 一 个 条 件 可 以 由 ,是 多 。。 的 可 容许 表示 这 
一 条 件 推出 (参看 § 2 的 定义 2.2)。 | 
反 过 来 说 ， 对 每 个 必 , 的 一 个 表示 C7,,V,)， 如 果 除 有 限 个 ” 
jc n.COV.E0o, HA Tu(su)Y ,天 0 时 ， 有 
dimz,(e,)V,=1, 
RARA o 外 ， 选 取 eo EV,, GRE Wellner = E 
V = C0V,, T= NX, 
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我 们 容易 看 出 

引 理 4.2 ”车工 = 凶 r, 是 可 容许 表示 ， 则 对 每 个 vEZ，(Cr。， 
Y ,) 是 可 容许 表示 。 | 

另 一 方面 ， 我 们 也 容易 看 出 ， 有 如 下 的 

5184.3 设 (x,V) 是 居 的 一 个 不 可 约 表示 ,了 = OF EME 
we, GVO =a) V, 2()-2End(Gr(DV), Wl 

(1) m EXT CHE (EV GOD LN — 4 Ba Ts 

(2) 7,0#H=27), | 

“PT RAIA NERZ ERBETEN. 

5384.4. Siok. £m r= Or. ERA 表示 的 充 
分 必要 条 件 是 ， 每 个 了 ,是 多 ,的 不 可 约 表示 。 

i 设 每 个 ,不 可 约 , 又 设 是 Zp, 的 初等 徊 等 元 素 。 如 果 
T.G SEO, RNB HS, EME ,上 的 一 个 表示 T. 
因为 ,不 可 约 ， 故 下 列 映射 

Te oR oF. >L(E,) S End(V(E,)) 
HAVE.) = z,00V 0 是 一 个 满 射 。 我 们 只 要 证 明 ， 对 多 的 
每 个 形 如 {= DE, HERT Cart EVE) =7rOV 上 的 表 
示 是 不 可 约 的 ， 由 此 立即 推出 工 = @z, 是 不 可 约 的 。 

设 T 是 的 一 个 有 限 子 集 ， 对 veET， 令 ,=e,。 那 么 


VE) = QV dos RV ED. 

OVE.) 的 全 线性 变换 环 是 (OO ZE), KVE 的 全 线性 变换 
(Geco]e[G ze}. 
(Q Ez EJIRE] 


在 7 下 的 象 ， 但 上 面 集合 显然 包含 在 E98 内 。 这 表明 ; Cat 在 
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n BB TOV SVG) 上 的 全 线性 变换 环 ， 从 而 是 不 可 约 的 ， 
反之 ， 车 = 的 7 不 可 约 ， 则 容易 看 出 每 个 工 ,不 可 约 。1 
我 们 又 有 下 面 易 证 的 
引 理 4.5 设 (x,V) 是 绢 的 可 容许 表示 。 对 任意 一 个 4EV， 

Rl=Ol., B xGDu-u X fec. EM 


«Gu - (ft. e [ Got. ])o. 
ji 
D m, VÈ — A Ra 
(2) 1 是 与 ,等 价 的 表示 的 直 和 。 | 
从 现在 开始 ， 直 至 本 节 终 了 为 止 ， 我 们 总 假定 (r,Y) 是 多 的 
一 个 可 容许 的 不 可 约 表示 ， 
REF [= Cl ,是 沙 的 一 个 初等 过 等 元 素 ， 而 
Bp ks, 
我 们 考察 如 下 的 映射 
at A I) = End), 
tt BBE) en(re(er-))e vc. 


wee 


sur re (QE) ER s co HF fiie fes » © .如 


Ro, ME OUTE COMTE. Z OMZ. OI 
以 re C) 293 roc. HREM TR 0D. 的 限制 张 量 积 
QZ. E). 


iz 


1={ = Ql. Be HWFA ET 1H. 
HFEEC EL HEHE, WREE. WEA EE =E, H 
HEH QE, (= BE, WI 
(cU vt SUO Ene 
WREE EL GM cet EE HE HERE, FRET 
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A lal aS 
Tl! OER BU. 


HARA TS OH ler m 
TE Zt — GRR Beas 7 HS TA LE, Be PSE UE AA 3 5s 
fo’, 


CESAR a—á( (la EZE 


K 


GEM 
N 

NS GE rH ee ERE 

| 、 

\ \ | 


QLK) x PE) 


然后 ， 把 这 个 交换 图 对 上 取 极 限 得 新 的 交换 图 如 下 ， 
QA H 
ot ot 
5]384.6 符号 如 上 。 我 们 有 
D F (人 是 一 个 单 代数 ) 
(2) 映射 o, 


DE ELE: RDA [I^ 


是 一 个 同 构 映 射 。 

证 要 证 明 多,(2) 是 单 代数 ， 我 们 仅 需 证 明 VC) 作 为 一 个 
忠实 的 sn, O 模 是 由 一 族 互相 等 价 的 不 可 约 子 模 所 张 成 的 就 可 
以 了 。. 设 M 是 一 个 任意 DA OTR, RT Rie 
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s[releesa] (这 里 LAS. OM MILI), 


WE (TM Jiki VCE) ,这 里 每 个 TM 或 为 0， 或 等 价 于 M. 这 是 
因为 了 与 图 (的 元 素 可 交换 的 缘故 。 
再 来 证 明 由 是 一 个 园 构 映 射 。 因 为 @@2 CO € CO v. © 


(这 里 荆 是 荆 的 有 限 子 集 ) 的 直 极 限 , 我们 仅 需 证 明 在 这 些 子 代数 
上 映射 是 单 射 , 则 由 就 是 一 个 单 射 。 但 因为 @ 2 ,Ce) 是 单 代 数 的 
张 量 积 ， 应 当 是 一 个 单 代数 ， 故 映射 自然 是 单 的 ， 
npm, RITADE Z Emiri 等 同 看 待 ,于 是 我 
， 们 有 下 面 的 交换 图 ， 
QE MEC 
gat] 7; 
Ga. D > e) 
由 此 可 知 6 是 满 射 。 从 而 > 是 同 构 映射 。1 
引 理 4.7 ”存在 唯一 的 映射 DCE’ OO: O00 70, TI 
交换 ， 
22 BEN pe 
idi | 7 ,: 
20-45 9. uq 
证 (7,0 可 由 上 面 图 的 交换 性 的 要 求 定 义 出 来 。 显 然 ， 
这 样 的 BC ,是 唯一 的 (因为 m EAS. | 
EE", AIS E OR ER EE CL VES SEA 
映射 。 PBA c0, 2691,07 ,D, WFO. 2), AE.) 
到 2 C'EST, EPA CB A P BS ERED: 
Fol”, É) 


EH of, P Mu 
zi me? 

2 (§’,4) " 
qp) BEY, P$ 


那么 ， 我 们 有 下 面 的 
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514.8 AR EU, MEER OO. E E: 
Cog CO) 909g GO) 
使 下 面 的 图 交换 ， 


a 
FE) SUP t) 


ee 222, ge) 


iE ”我们 来 证 明 ， EI EERE CERE WI 
aC.) =0 4n; (,)=0, 
为 此 ， &U =T) T=nt(f,). a 


E-sv(r eor.) 
TE- 5v (1.8. ]). 


上 式 由 它 在 VG) 内 的 限制 所 完全 决定 ， 而 这 个 限制 就 是 U， 
设 SCE 是 一 个 充分 大 的 有 限 集 ， 则 映射 
QZ EPE) 


veg 


JR—^ lige. BES, JM ET I.O[Gog so ms 
M, Mg, Ez-0, ARTE A Bie Mam lm， 使 
S ALB, =1, 


那么 


于 是 
T= S) TAB,» S)A,TEB,, 


故 了 =0 当 且 仅 当 UU =0, 
根据 上 面 的 讨论 ， 我 们 立即 推 知 ， 本 引 理 前 面 所 提出 的 映射 
DC’, OREM, FATE. | 
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现在 我 们 可 以 对 工 取 直 极限 ， 显 然 有 


lim lim 
P=- PERE, Hy =o oS 


li li 
£-—LQ)  £.9—L2. 


引 理 4.9 存在 映射 
mia." Ps 
使 下 图 交换 ， 
QH o> # 


i E 
Cp £189 8M ROAD. MA ZÆ V 的 作用 是 忠实 的 。 
证 因为 我 们 有 了 喘 射 
n. SR LEO ZG, 
利用 它 可 得 到 所 需要 的 映射 x"。 | 
1384.10 设 代数 A= UJ AL, 这 里 4, 是 矩阵 代数 。 如 果 对 


每 个 4， 存在 A 的 一 个 第 等 元 素 e;， 使 4, =e, 4e,, 而 且 对 已 给 
ERJ AA UE Aas WE An UASA p MATERS H 
含 一 个 极 小 左 理想 。 如 果 /是 和 4 的 极 小 左 理想 ， 则 4 的 任 一 忠实 
表示 (r,X) 必 与 4 在 卫 上 的 表示 等 价 。 

证 C) 我 们 证 明 ， 如 果 0 天 4€E A, 140 是 4 的 左 理想 , 则 
ali. XX: b, DS 4a4 是 4 的 双边 理想 ，4 显 然 是 单 代数 ， 
所 以 AaA =A, 如 果 a1=0, R)I = AI = AaAI = Aal=A.0=0, 
与 假设 1-038. . 

(2 MAME 等 元 <。,， 设 41=eAe。 FI, ÆA ihe 
A, RIAA]. WRI 不 是 4 的 极 小 左 理想 , 则 它 应 真 包含 一 个 
非 零 的 A 的 左 理想 J。 因为 用 是 41 的 极 小 左 理想 ， 所 以 /7 站 4， 
=0。 因 为 有 CeAe， 而 ef =e， 所 以 c= 了。 又 因为 是 4 的 
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左 理 想 , 所 以 ed’ CI’, FE 
eJ! 2eJ'eczJ' (14,20, 

这 样 我 们 便 有 e0, J’ 40 而 eJ =0, 这 是 与 (1) MEF. Be 
/为 4 的 极 小 左 理想 。 

G) 利用 第 (2) 步 立 刻 可 匈 引 理 中 的 代数 A 有 极 小 左 理想 ， 

CD (7, 关 ) 是 忠实 表示 , 即 对 4E A, im Q(a) X 0, Ma=0, 
现 取 xy ON, HERR Teo 0, MA Pel a SALE ERAF 
表示 等 价 。 


a 


J—-]|:j ke a 
H 

| EMO 

X a M 


> X: TCDxor (A) (A) Xp) 


证 毕 。 | 

定义 4.3 KH 的 一 个 可 容许 表示 是 可 因子 分 解 的 ， 如 果 它 
与 一 个 用 可 容许 表示 作出 的 限制 张 量 积 等 价 。 

下 面 我 们 来 叙述 和 证 明 本 节 的 主要 命题 。 

命题 4.11 ”多 的 任 一 个 可 容许 不 可 约 表示 是 可 因子 分 解 的 
而 且 除 等 价 外 ， 所 有 因子 是 唯一 决定 的 。 

证 设 (r,Y) 是 多 的 可 容许 不 可 约 表示 。 由 引 理 4.9 和 4.10 
我 们 立刻 知道 要 证 明 工 是 可 因子 分 解 的 ， 只 需 证 明 ，2 有 一 个 极 
小 左 理想 ， 之 在 这 个 极 小 左 理想 上 的 表示 是 SRA o ,的 张 量 
Bl, Ho, om Raa, HP TRZ, >Z.. 

Xue v AL MES. LR MH, SRP 
Ith, HHL OWI. ERE, HVOF, X JE 
LODEL eA. ON USE Ba A v CRRA RAT vz 
yp), dimg,@)=1, FUSE RAM v, 我 们 有 人 ,= 2,0. 
于 是 我 们 可 以 有 了 = @J 。 RIBLZOM—-TRHABE. KH 
21= 因 2 1. 这 里 9] 是 乡 的 一 个 极 小 左 理想 ， 而 多,/, ev. 
的 一 个 极 小 左 理想 .在 2Y] 上 的 表示 自然 是 2 ES. J. ER 
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m c.n iM. 

于 是 ， n SET RAR T,=0,° z HEER. 根据 引 理 4.4， 
表示 浆 , 是 不 可 约 的 ， 再 根据 引 理 4.2，7。 是 可 容许 的 。 这 样 ， 命 
题 的 第 一 个 论断 得 证 ， 

从 多 的 可 容许 表示 (Cr,Y) 出 发 ， 对 vE RUPE SMS ,在 
V 上 的 一 个 HA, im 对 5EY， 选 取 =Po Eus 
u。 对 任意 feo. KMS 

Du =a( 1E BE)). 
WA, BHRSIBRA.0, IMEZ ,的 一 个 表示 , 且 这 个 表示 是 与 r。 
等 价 的 表示 的 直 和 。 这 样 ， 我 们 的 命题 的 第 二 个 论断 也 已 得 到 证 
Hj. | 

Ard. IT Ye EE (he F M Adele 环 À E fS Hie BE GLO, 
A) fj Hecke 代数 多 的 可 容许 不 可 约 表示 , 归结 为 铬 。(EZ) 的 可 
容许 不 可 约 表示 问题 ， 而 后 者 已 在 前 面 两 章 以 RAMA § 2.33 
中 作 了 详细 的 研讨 。 因而 至 此 为 止 ， 我 们 的 讨论 课题 已 得 到 了 较 
为 完整 的 答案 了 。 

J mm = 
1, FERMER. XE FH, 
(1) 3| 2€ G, = GL(2, A) jE 
WX) = (ae r,X) 
是 Ff" 的 格 。 以 多 记 由 了 "所 有 的 格 所 组 成 的 集合 ， 则 G4 在 多 上 
的 作用 是 可 递 的 。 
(2》 证 明 固 定格 2 7 的 子 群 


(g€G,:9g*8 p= OF} 
是 


Gate = [I Gr, x [[GL@,e>,). 
LEE <x 
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所 以 双 陪 集 集合 CrNCA/CaAe 5j F^ 内 的 格 的 同 构 类 集合 成 一 一 
MER. BX AP? 的 格 ， 则 下 有 分 式 理想 x, RX OF pI 
H, WE fx 的 类 数 ce(1x) 由 半 决 定 。 格 六 与 格 AER 
条 件 是 CU) = 060p. 

Q) 设 h 是 三 的 类 数 。 证明 存 在 9: € CA, 1Ki<h, (EF 


n 
CA = U CpgiCat。 
inl 


2, FRM BR, G=GLO)/F. KG, 有 紧 开 子 群 了 及 


有 限 子 集 C ， 使 得 
G,=G,CG.L, 


AIG, BAB C,cG.L(c e CAFE. ik 
r, =G N (G, xeLe'), 
CD 证 明 ， 指 数 
[Lare NG] «eo, [Ge eN G,,1« o9. 
因为 
eG, c AG, x Lo c! 0, 
所 以 GpceG。 上 是 Gpcx (x€cIT,cNG, x D) 8308. 


(2) 证 明 C,NCA 同 构 于 并 集 UJ TAG. x 上， 请 利用 投射 


ecc 
cT, AG, x L-—P.NG., 
(3) 证 明 有 同 构 
G,\G,/L= U PNG. 


对 Gs/L ERAH f, Ve feite A Go 的 国 数 。 
(4) 证 明了 是 Go 左 不 变 的 充 要 条 件 是 对 所 有 的 EC， f, 是 


r 左 不 变 ，( 这 就 是 说 Gr\G4/L 的 函数 与 [六 .NAC- 的 函数 成 一 


一 对 应 。) 
3, HG =GCL(2)/Q, p=00,2.3,5,0, (TAD CA BAT 
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HARR, Hæna Hilbert 空间 ， 
G, = GL(2 ,Q,) , 


G’ -((g,0€6,:98, 71), 
G,2G,xG', K'-[[Gero.zo». 


i»? 


's((9,0€ C,:9, 51, E En), 
假设 对 每 一 个 p 有 分 解 

H=H,@H’, rn=7,@n", 
其 中 (rr HUE C, 的 不 可 约 表示 ， Cr’, H')E CG? 的 不 可 约 表 
zh. 

Q) EH: AAR’ KAF, MAREP. Fg v EH, 
{ER kc K'odg nv? =v, YEH HUE RE (uL), Pb, 
v? 可 以 唯一 的 表示 为 

v! 2 wi Qu}, v9, € Hy. 

(2) 证 明 ， HREGLO,Z,), n Ket. =}... EH, 取 
EEX (v,.,), TERA Pp. Bh. v,,1 ÆT, love. Zp) 下 
TUE. (Gc, A) IRA 


= (7, Jes, u-(GQu.)sem. 
i<? i<? 
HR HEC’ 的 不 可 约 表示 。 
(3) 证 明 ， 存 在 向 量 vE H， 使 得 对 kE Ks, Aavv, 
v= [[ v.19, EH’, 0125 x ke R’ HF’ o(k)d=d, 


PIM 
及 当 rp 时 有 
区 = II vi, 和 5?= U,, d. 


Posi<e ET 


EA H^ 记 由 以 下 向 量 所 生成 的 总 的 闲 子 空间 : 
v= [[v. a 2 TIN e] [4.1 (p>P,) 
i<p 1<? l>? 
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显然 这 些 向 量 是 H^ 的 正 交 基 。 
(4) 证 明 ， 
z(GOH'CH' 及 H-H', n= Q r. 


4, K G=CL(2)/F, 下 = 代数 数 域 ， 


K =O(R)[[GL(2, @,7,). 


1EC:CG ig LEG, LWA REICH KA TR 函数 ,证 
明 ， 任 一 Je Cz (CCAD E $ BA, HL 3/1, f? ECCA" 
(1<i<n)， 使 得 

fe Dafi 


5. FERMER, G=CL(2)/F, ard CA 的 Hecke 代数 ， 
GV) ior fn zu 许 表示 。 若 /有 正定 Hermite 型 (。,。)， 使 得 
MEH A 

GG)w,,0) = Q,,209)9, 
其 中 tD 21070, WB HEAR. BG Vodka 
许 酉 表示。 证 明 
(1》V 包含 极 小 非 零 不 变 子 空间 。 
(2) 如 果 V 是 V 的 不 变 子 空间 ，V; 是 Vi 的 正 交 补 ， 则 有 


BA 
Y = VDYV,. 
G) V 是 互相 正 交 的 不 可 约 不 变 子 空间 的 代数 直 和 。 
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SOM 自 守 形式 


经 典 的 模 形 式 是 指定 义 在 上 半 复 平面 
b={z2EC:Imz>0} 
满足 某 些 条 件 的 解析 函数 f ， 其 中 的 一 个 条 件 一 般 是 这 样 的 ， 要 
求 有 正 Rk >? 及 5L(2 ,R) 的 一 个 “充分 大 ”的 离散 子 群 了， 


使 得 对 
a b 
y= ( e d Je T, 
函数 f 满足 以 下 条 件 ， 
EH eo. 
如 果 


(. Jen 
0 1 
则 以 上 条 件 告诉 我 们 fCz+1) = /(z)。 这 样 我 们 可 以 把 / REA 
期 函数 的 推广 ， 一 般 的 周期 函数 的 周期 是 交换 群 Z ,而 这 里 的 f 
的 “周期 ”是 个 非 交换 群 T. 

本 章 将 用 表示 论 的 观点 来 讨论 模 形式 的 理论 ， 我 们 将 继续 用 
第 三 章 $4 所 引进 的 记号 。 


$1 约 化 理论 


ATRA CACA 上 的 函数 的 性 质 ， 必 须 找 出 G4 的 一 个 容易 
计算 的 子 集 e, 使 得 CrG z6,, 约 化 理论 就 提供 这 样 的 结果 ， 
这 里 所 讨论 的 GL(2) 的 约 化 理论 是 Gauss 的 二 次 型 约 化 理论 的 现 

113 


代 化 表示 形式 。 

引 理 1.1 Cr 是 CA 的 离散 子 群 。 

证 WRC, 不 是 离 散 子 群 ， 则 存在 收 你 于 Cn 的 单位 元 的 
序列 (xx ,xX )， 其 中 x,EG;。 由 GG 的 拓扑 的 定义 知 
道 ， 只 要 ?充分 大 ， 则 对 所 有 非 Archimede 赋值 , ERE x, 的 
系数 都 是 在 v 进 整数 环 0. 中， 所 以 都 是 上 中 的 代数 整数 。 但 这 
样 的 矩阵 序列 x, 不 可 能 在 4 的 拓扑 收 就 。 故 得 了 矛盾。 | 

iA ARS S SHIEH PRIA, SDS.. ik 

A(S) s(ac A:fa,[<1, VES}, 
A*(S)= {ae A*:ja,! » 1, HvES}, 
WO») A=F+A(S); (2) FON ACS) PEM BEN, C) 对 应 7E 


分 大 的 有 
A* =F*A*(S) 


(参看 Weil 1 D. 
引 理 1.2 mR A'-F'A'(CS), Mj C, 9 Co Gas. 
证 G4 的 任 一 元 可 写成 


z 小 
0 y 


其 中 ke KG im. ifa=aa,, y-y,y, Hepa, fly, AT Fr, 
ifj 2,71€ A*(S), 则 | 


a ^6 JJ MU r) 
0 y] Vo nho 1 Ao xf 


a 0 a 0 
| ' €C,, ? JE Suw. 
0 Y 0 Y; 


dg B/oy, d A -F + ACS) RA 


显然 


B zu+tv, uCF,vcA(S), 
Quy 
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= 
a— 


— aaa 
[- fH © we 
vo 

nu œ 

Ee] 

= 

~ 
— 

1i 
—M 

D x 

—= KE 
Le 
—— 

O m 

= € 
xr 

m 


u 1 v 
deos (; [Jess | 


231.8. 存在 常数 co, [EG 如 果 GEC, WAVES, ft 


[[pmsxtte. 1,14, 1) &eoldet gf”? 


NE. b 
Y9 = c 让 
证 O 取 S 充 分 大 ， 使 得 4"=F*A*(S)。 我 们 将 证 明 存 


在 满足 以 下 条 件 的 常数 co AR JE Gas MIA VE Gong LE 
得 


其 中 


Tlmax{le,| del} <co|det gf, 


a b 
(S) 

(2) 在 加 法 群 A(S) LEE Haar 测度 . 这 便 在 AAS) 
ERT — WB. BLAS) ON ASE ACS) 
PACS) HM itr. HAS OA(S)/LAR SA, KH 测度 
e«o, MR JE Gus» LAL, i g TEL EIE BH. Loom aT 
集 ， 则 紧 空 间 ACOOQAG)/L, HME cildet gl. 

(3) 设 S 有 ss 个 元 。 对 任意 R>0， 显 然 有 以 下 的 测度 估计 ， 
存在 正常 数 cs， 使 得 

c,R'5xcvol((m,n) € ACS)DA(S): 
sup max{ im, ,1n D) <R). 


其 中 
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A 
28 


(4) Hatem ez (A). 
O 对 给 定 的 元 素 gEC4e， 取 
D,- (m.m e A DA: Gup max{ |m, | jn [P 
«^ dei 9|3*}, 
(6) 如 果 对 L, 所 有 的 非 零 向 量 (m ,7) 都 有 不 等 式 


1 
sup max( m, | , |n, | 2c, |det g]?*., 
ees ` 


WER x € L, 有 Ds 由 CDs+x) 29, HUY 
vol(D,) =vol(D,/L,). 
于 是 | 
e, |detg| = vol(A(S)QACS)/L,) 


之 vo £a "U e 
> vol(D,/L,)>e,{“2) den ol, 
即 
ca” 
az) . 
这 与 (4) 了 矛盾 ， 我 们 证 明了 : 存在 常数 cs, 使 得 对 任 一 9 € Cau TE 
o Li 必 可 找到 满足 以 下 不 等 式 的 非 零 向 量 Cm ,7)， 
sup max( m. | , |n, |) &,]det g]**, 
C) 由 (6) 立 刻 知 有 常数 o E VIEC, 
{onm eL nest ima 1701) 


v€8 
Keyl det g |" (0). 


以 E, 证 以 上 有 非 零 元 的 集合 。 
(8) On, n) = (1,129 WL, HT. MR IFAC 了 NACS)， 
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则 据 Adele 环 的 乘积 公式 可 推出 
[maxi [a,.m,|,l1a.n, |) 


-(ITis (Tres) 


2]Inxm. ni). 


Es 


利用 以 上 不 等 式 及 工 的 定义 我 们 可 以 对 三 , 中 的 非 零 元 抽 公 因 


0 
元 (m,n) = (4,v)g， 其 中 4,v RE. F 是 便 可 在 Fn ACIE 
1,4, (EG nv - Ap -1, WE 


Ti , ?小 ac 4(S) 门 F。 这 样 便 可 以 假设 E, 中 必 有 dE 


MyEG, NACS. WÈ 


Wjczm,d-n, M 


[][max{leol, 1da} cldt gl, | 


vcs 
定义 1.1 设 w 是 4 的 紧 子 集 ，oz ZA 的 紧 子 集 ，t 是正 
4E, v, 是 的 Archimede 赋值 。 取 


1 x\/z  O\fbb, 0 
= G ,: = k, 
S {se dii , Ja aý 1) 


x€o,,z€ A*, bu, b E Fr, Mad or ke x}, 


我 们 以 6,0, v, v) BLA Ef E。 称 此 集 为 Siegel &. 
我 们 亦 称 以 下 的 集合 S, 为 Siegel 集 ， 
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1 x a, 0 
e, -[sec.ss( \ jose. 
0 1 0 a, 


ae A*, laaz (>n ke K. 


i Al = {ae A,:ldetal =1}, A.-[[A.. A? 是 AM 


"e 
位 元 连通 分 支 ，Z 是 6 的 中 心 ， MEEL ZL. A 
A, = Alx A2, Ate Re, 
RN, WRF Roy, HAN wy =N,, AMRF Bo, FA 
a, a 
Apo = Al, xf t>0, IE AD, AC p jeas: aa; i]. 我 
们 亦 称 以 下 集合 为 Siegel $, 
6,09, ,) = oy9,À2, ,K, 
在 不 同情 况 下 我 们 用 不 同 定义 的 Siegel BS, RIRE 求 类 
似 以 上 的 结构 外 还 要 求 CrS = CA。 
引 理 1.4 国定 wjco。 存 在 4 的 紧 子 集 w，4 的 紧 子 集 o, 


正常 数 :， 使 得 
G, =GpG(t,@,, 0,9). 


证 因为 F\4 是 紧 集 ， 故 存在 4 的 紧 集 oj， 使 得 
F+uw,=A, 


Fitk NN, Nasih Den]. 


406,29 8| BE 1.3 rp. BOE LB EG, Fa fE— vs, vlc, Bil 
jA'B3 TS, EA 
(a€ A^: |a| ze, )& (bbb. € Fe, | bi o 20s! , 52€ 91). 


a b . 
ALS = SCG? ,0,,0,,v9). #9 =( AE 设 


II max(iel,, 1dl,} 
$9) = 一 [detg] 17 ^. 
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则 


(1) 因 (， XC = NET 2detg, 故 对 nEN。， 
$ (ng) = 中 (9)。 


(2) x ke Ke TT, «€ A4, 有 
9 (ak) <P (a), 
我 们 可 以 这 样 证 明 上 述 不 等 式 ; 设 k= ( 。 ,)， 则 


v Jj EK, =0(2,R)>|xo|<1, veli, 
vy BRK, SUQ)IxV**1ysl*71 
之 |xo| 委 1 PME 
v«o-K,-2GL(2,0,)—|x,|x1, lyel x1. 


a r s * * 
a OCC as) 
0 ax y aX Qy 


II max( |a;x| s, Jary |o} = | Tlasl omax{ lzel, lyol} S lal. 


所 以 


于 是 便 有 
[max{lazxl。， lazy |o} 
(ak) = z [det(ak) | 7? 


<br = 00) (Bj 35 | detk | = 15. 


(3) 对 ge G,, H313, mrc À 


TE AT 
则 
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Tfmax(lels,ldls} — D [maxtleto. 141.) 
® (79) = det (yg) = detg S'o. 


《我 们 从 乘积 公式 知道 ldety| 21. ) 
车 7Y9 = nak 是 Jwasawa 分 解 ， 则 
$(yg) 26 (n"!yg) = (ak), 
P (a) = d ((ak)k:!) LE (ak) = P(g) Lo. 
(7 0 . d^ 1 一 | 一 
#a=(° JJ 则 PCa) = Tg, p 0 = esl we 
所 以 


P (a) «e,» |a,a;! | ze? 
X aus 
=>4 = a,az' [zm 
(Fag Emm 
acc. 
现在 已 证 ， 对 任 一 9g € Gs。 存在 YE Gs ， 使 得 
yg-nak, ace. 
用 Na。= NpN。, 知 有 Y € NH ER nzy'n,n€N, Hy, -v^!y, 
Wig =r (nak), Hranakes, | 
WC AM TLIO Iwasawa4y ff. 


a, 0 
s =n/ }e, ne N,,ke K, 
0 a, 


则 取 o(g) = aez:。 让 我 们 来 考虑 的 一 些 性 质 ， 
车 1 = (x) Eh.0=( A 则 of" es. 小 


x 1 


因为 列 式 ( `) =], Xf v|oozjIwasawa4y fg 


vs Ix, [7 
“= ( "x I vi) 


x( * * ) 
(WT + ED 7 x CV I+ 7 
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mafe (y “*)w)| =a 15572. 
ice, Bree Sr, Muf unte. 故此 


eG e). 


对 "< cose re Or,» HI 
eG IC, IG LA 


«(ef en] = bolt. 
所 以 对 nrE NA jaQenw)|,x1. 
另 一 方面 ， 根 据 乘积 公式 ， 我 们 有 


a, Xx 
e(( a) 
故此 ， 如 果 bE Bp, Wj|a(b)| - 1. 
引 理 1.5 mRi>i, VEG, RGNrYSES, MyeB,. 
证 HX 2€G,, YEGr， BE 8 IlaC|21, lao9)|1. € 
YE By, Hi Bruhat ^y SR G,=B,UBrwN,, dk y -bwn, bc B,, 
94€ N,, Hg=nak, WA, 


la(g)| = |a (a) | 212 [aQwaw 7) | = JaCa) |" « 1. 


故此 


=], 


A 


同时 
[a(yg) = la(wanw”1})|[a(wawr!}||a(w)|<1, 
与 ja(y9g)|>1| 了 矛盾 ， 故 必 有 yEBr。| 
关于 Siegel 集 的 其 他 性 质 可 作 同 样 证 明 ， 我 们 略 去 以 下 引 理 
的 证 明 。 
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引 理 1.6 
(D 已 给 Siegel 集 6。 则 存在 常数 4， 使 得 如 果 7yE G，, IEG, 


jj 
jacyg) | <dlacy)|+lacg)\. 


(2) 固定 Siegel 集 ESE， 正 常数 c。 集 合 
(v€G,:39€6, flavo zoe! 
在 BrNCr 中 的 象 是 有 限 的 。 
(3) OAC MARTH, CHERE. KA 
{ye Gp: V9EQ. la(yg)| Sc} 
在 BrNCr 中 的 象 是 有 限 的 。 
(4) 设 9 为 Ca 的 紧 子 集 。 存 在 常数 4 使 得 VrEGr, JEQË 
估计 |a(y9)1 sd, 
(5) 设 2 为 CA 的 紧 子 集 ，9ECs。 存 在 常数 c, 使 得 VEC4， 
有 估计 
H{yECeiy he gO}<clatg)la. 


$2 自 守 形式 
我 们 首先 讨论 Cp\G。 上 的 函数 的 性 质 ， 然 后 研究 自 守 形式 ， 


2.1 有 限 画 数 

称 定义 在 局 部 紧 群 H 上 的 复 值 连续 函数 /为 了 H 有限， 如 果 

dim S C phy f «co, 
ben 

ftrhp (hy f(x) = (xk) x EH, 

引 理 2,1 设 V 是 有 限 维 向 量 空间 ，V 的 元 是 紧 交 换 群 H 的 连 
续 函 数 .Y 在 五 的 平移 下 不 变 ， 则 V 内 的 五 的 特征 标 生 成 Y 。 

证 ”对 任 一 点 xE 及 ， 可 在 VY 上 定义 线性 泛 函 JC). BD 
BR = 0 外 没有 其 他 的 / 属于 所 有 这 样 的 线性 省 函 的 核 ， 所 以 五 内 
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RTE, n ,Xn 使 得 ez,,*… ,ez 为 Y 的 对 偶 空间 的 基 . 故 此 V 有 基 fa 
efus WBS Cx) = is, | 
Ef ADR/cV,heH, WecofcV. RH 


pO» f = 3i O0» fi, 
所 以 


p(x DCR) =f xsh) = pf (x) 2 1; Ch), 
由 此 可 见 riEY 为 万 上 连续 函数 。 

PCA) = OSs. MER RE 0,500 是 连续 函数 ， 所 
DAV LMA ABE. HERE. RV 是 一 维 右 
平移 不 变 子 空间 V ;的 直 和 。 显 然 可 在 每 一 个 Vi 中 找 出 一 个 于 的 特 
ttt. | 

引 理 2.2 ” 紧 交 换 群 的 特征 标 线性 无 关 。 

证 设 右 的 特征 标 X: 有 线性 关系 

Saiki =0, 


i=l 


则 对 ,xE H, # 
ati Ou =0, 


因为 最 少 有 两 个 系数 不 等 于 零 ， 可 设 atA, Wx 使 得 x1《x) 
FX), MDA 


a GO( 95 ani) - Saiz) =0 


i=.) 


得 
Soins =0. 
i-2 


其 中 心 = 0600 - x2(x)}a 夫 0。 赤 可 用 妇 纳 法 证 明 引 理 。 | 
如 同 引 理 2,1， 我 们 可 以 证 明 以 下 引 理 。 
3182.3 设 V 是 有 限 维 向 量 空间 , 了 的 元 是 局 部 紧 交 换 群 万 
的 连续 函数 ，Y 在 如 的 平移 作用 下 不 变 。 则 存在 如 的 特征 标 x. 
,Xr 及 V 的 子 空间 V,,…,V,， 使 得 | 
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vey, 
i=l 


{p(h) - TLO er 


AU EMA CH, 


EV LERH. 

812.4 ” 设 万 = 7 或 R。 以 X 记 互 的 变量 〈 即 坐标 函数 )。 则 

(XX :x 是 日 的 特征 标 ， i 是 非 负 整数 } 

是 凡 有 限 连续 函数 所 生成 的 向 量 空间 的 基 。 

证 (生成 .) 只 要 证 明 一 个 互 有 限 连续 函数 /的 平移 所 生成 
的 有 限 维 向 量 空间 可 由 {xX'} 生 成 ， 故 只 需 考 虑 这 样 的 问题 ， 已 
给 特征 标 x,VY 是 有 限 维 向 量 空间 ，V 的 元 是 H 上 的 连续 函数 ;VY 在 
万 的 平移 下 不 变 。 对 任意 LEH，{p(h) - xm" BV 上 的 零 
映射 ， 则 VV 的 任 一 元 均 可 表 为 x MSMR. TOU RV 
个 元 ， 故 可 设 x = 1。 于 是 只 需 证 明 ， 如 果 VY hE H, {pCh) 一 1}"f 
=0， 则 f 是 次 数 不 大 于 "的 多 项 式 .。n = 1 时 这 是 显然 的 。 如果 

{p(h) -1)* f =0, 
用 归纳 假设 ， 知 
p(h)f - f 5 Pa Xr 
取 m 次 多 项 式 p ， 使 得 
o(l)p-p= DaiDX', 

ikf =f-p。 则 p01) 了 = 了 。 所 以 7 有 界 。 于 是 2(h)j ~- 了 是 有 界 多 
项 式 ， 故 为 常数 c(h)。 而 eC 有 D 作 为 了 的 有 界 函数 ， 还 满足 条 件 
eh +h) =c(h,) +cCh,)。 所 以 c(h) 20. inf 是 常数 ， 即 了 是 
SR. | 
(线性 无 关 .) 对 已 的 特征 标 4 及 非 负 整 Mn, PE Vm 为 


由 {AX': 0<1<n} 所 生成 的 向 量 空间 。 显 然 对 任 一 hEH, (oc) 
— u(h)) OHV (1,0) EADS. Eust ,hm 各 不 相同 及 


124 


V zV(n,n)f) SV Gin #{0}. 


i=l 
把 V 按 引 理 2.3 分 解 。 设 
Hj - (hc H:u, Ch) zx,C00)), 


WH AAAS. AAL OWD- 2,002 V baat, XM 
i=l 


f£—he Hunter, (Eu) =x. ket H= L) HL, ,. 但 


五 不 可 能 是 有 限 个 真 闭 子 群 的 并 集 ， 故 存在 LAE HH, ,. 
这 便 可 证 每 一 个 4, BFP xs. ABR eA xi Ox SME 
等 于 /1。 这 与 假设 矛盾 .所 以 如 有 非 平 凡 线 性 关系 ，ZOiXiX =0, 


Xi 是 及 的 特征 标 , 则 必 有 非 平凡 线性 关系 D ai4X' = 0。 这 说 明 


多 项 式 > a1,X' 有 无 穷 个 零点 。 显 然 不 可 能 。| 


我 们 可 以 把 以 上 的 结果 用 以 下 的 引 理 合并 起 来 。 
231782.5 BERAE, =, En XAI i; 是 一 组 E; 上 的 线性 无 
XA BÉ, issn, DAI IE, x… x En EB: 


Cf Cre xn) = fix), 


其 中 fi1 Eegi GE: RK aM chic gg. WMF E— HH £k TE 
XX. 
E 用 归纳 法 。 如 果 
S adem HO Om fn(tn) =0, 
f1o fa 

则 

S D ah fhe ad [fad 20, 

fa ty 


oor an] 


FREER., ke 
> af ets fad fijn- Oran zx. l 


Ime Í n-i: 
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2]382.6 RH MH, ARR. H=H,xH,. MRS 
BA LARS ae. WEEN ARESA, AH, 上 有 IRE 
连续 函数 y;， 使 得 

KEEDA TE) TOR 


证 it / ROIGERHBUERBUmE BV. 018 2.1 的 证 
明 中 可 取 xi€E 日 和 V 的 基 {f;}， 使 得 f(x;) =61;。 设 
Vi={Hi- oC: (x) = gCx,0),9EV), 
同样 定义 VY,。 因 为 对 XE 日 ,p(x)fEV、 所 以 


POF = SAC: 


因为 4i(xz) =f(x+xi), 所 以 41EV. 现 在 我 们 取 OCO =4,(%,0), 
yi) =f;C0,y)。 则 
HERDED AEO ACFE 
把 Z”" x R* 看 成 R"' HPE. H, 为 拓扑 群 。 在 Hox 2" x 
R* 上 有 投射 
FC hor trs, Xm+n) rie 
B27 iH ARR. M 


min 


LITE: x 为 所 特征 标 ，P 为 非 负 整 数 ) 


是 日 , x Z" x R* 上 有 限 连 续 孙 数 所 生成 的 向 量 空间 的 基 。 

容易 从 引 理 2, 1 至 2. 6 推出 以 上 的 命题 。 

设 Z 是 G = GL(2) 的 中 心 。 

引 理 2.8 ”如 果 @ 是 Gs\G。 上 的 连续 函数 ，p 是 24 有 限 ， WE 
在 F"\A4* 的 特征 标 ， 非 负 整 数 m; 和 GA\G。 上 的 连续 函数 四 ;， 使 得 


对 (人 "Ve A 


0 a 
(人 jJ» = Pun dogane, 
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iE 以 VY 记 由 {pCa)$:aE 2Z4} 所 生成 的 向 量 空间 。 则 按 引 理 
2.1, 存在 ci， “anE€24 及 V 的 基 { 中 1， 04), Eco Cap =ôije 
xx HE 

p(a)ó = Sir (a)0;. 


显然 T;(4) = pCaa;). MT Zu Zr Z, LW ARERR. 
Zr\24 与 F\A4* 同 构 。 所 以 可 用 命题 2.7，ti 是 以 下 类 型 函数 的 线 
性 组 合 。 

(( ; : J)xedegtab*, 


FoR x Æ FNAC HIER, meim. | 


2.2 KBR 
我 们 称 Gr\G。 上 的 连续 函数 d 为 缓 增 函 数 ， 如 果 对 G。 的 任 
一 紧 子 集 0， 和 任 一 常数 1!>0， 存 在 常数 c 和 NNN， 使 得 对 GEO, 
acA*,la|zt 有 
a 0 m 
ie (( 0 BODIES ° 


我 们 称 Gr\G。 上 的 连续 函数 9 为 意 减 函数， 如 果 对 C0。 的 任 一 
紧 子 集 0， 任 一 常数 :>0， 和 任 一 常数 N， 存 在 常数 cy， 使 得 对 
gcQ,ac A* ,Jal zt f 


a 0 
E 0 ] )e)| etam. 
对 G4 的 Siegel 集 E 我 们 亦 作 这 样 的 定义 。 称 Ca 上 的 函数 由 
HE 上 的 缓 增 函 数 ， 如 果 存 在 常数 c MN, ERN 9&6 有 
[1bC9) | ce P0), 
《在 这 里 如 果 
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是 9 fj Iwasawa yf. GC,=N,A,K, WIE 
e = [a;/al4, ) 
Wk C. EMBO AS 上 急 减 函数 ， 如 果 对 每 一 常数 N， 存在 常 
数 cvw， 使 得 对 9ES 有 
1$Cg) | &cye" "n, 

BE CAJEGLRIC, ,的 直 积 。 我们 称 CA 上 的 复 值 函数 $ Duc 
WR, MR 是 连续 函数 ， 而 且 当 我 们 把 > 看 成 两 个 变 元 的 ER 
数 6,10, x €G., YEG, I, MEN 9, xr, YG. 上 
85 LIE UR Bes MALAY x DEC, 上 的 局 部 常 值 函数 ， 

在 Ce=CL(C2,R) 的 李 代 数 ga 上 存在 一 个 Ca 不 变 对 称 双 线性 
型 >， 对 xE9gna， 取 jz= =<, t>. ġa R g= (exp x)k 是 
9 fk Gaz Coxp 5)0C2) 的 分 解 ， 则 设 0C9)= xl. RMENCe 上 
的 函数 


0(2) 
M o 是 Ga 上 的 光滑 函数 ，xE 9x。 取 


zO) = SCD Cg exp tx) ) in; 
d 
x(g) = gr (P CCP 0*9) teme 


以 上 的 定义 可 以 扩展 到 C. = T] CLC, F CER, 可 以 利用 Weil 
9 |o . 

的 限制 纯 量 函 子 把 C- 看 作 Rrve C) . 称 C- 的 光滑 函数 Schwartz 

Ep, mH MARE mo, X,Y e 7 (9。) (9 的 通用 包 络 À 

$9, 有 

sup! Cl +o ECD XEY (g) | oo, 

LL 


由 Schwartz 函 数 所 生成 的 空间 称 为 Schwartz 空 间 2 (C-)。 
Schwartz-Bruhat 空间 多 (G4) 是 指 由 满足 以 下 条 件 的 函数 
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$:C,--C 所 生成 的 向 量 空间 ， 


2.3 


a» ese. TT» 


(2) PE (Ge); 


(3) 0,756,005 RDA LE ER Co 002) 
(4) 除 有 限 个 v db, 0,4 GLO, eo D HOKE E ERE, 


自 守 形式 
现在 可 以 定义 自 守 形式 ， 


定义 ?2.1 WEA o CGC SCHAFER, WMR 
a) #rECr, JECA POI = (9), 
(2) 6 ZAK 有 限 。 
(3) 中 是 Hecke 有 限 ， let FA aS FIC $, 

dim X CoE bE. 

ter 

(5) D 是 缓 增 函 数 。 
以 上 定义 中 各 条 件 并 不 是 互相 无 关 的 ， 不 过 我 们 不 在 此 讨论 


例子 。 记 上 半 复 平面 为 
hb={fzEC:imz>>0)}， 


对 整数 上 和 复数 sEC，zEb， 取 


E(z,s) = (Imz)' 3 (mz4n)^* [mz *n|^?*, 


HPS 2M MATES TOR ME m, nR Ap Re(k 2552, 
则 zxr*E(z,s) 在 的 紧 集 上 一 致 绝对 收敛 ， 因此 定义 了 一 个 5 上 
的 解析 函数 ， 


it l=SL(a,Z). fn zeb 和 


"D 
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则 设 
292b 
ez +d? 


如 果 把 SLO RWI 写成 
0 cos@ =) 
> 


zr 
g -(， JC N erg yid -sins cosh 


则 gi=x+iy。 利 用 上 面 的 分 解 ， 下 面 的 公式 便 让 我 们 把 E(z,*) 
看 成 SL(2,R) 上 的 函数 : 
E(g,2)= (V/ y e? )*E(x iy,s), 


J(y,z) cz d, 


如 果 我 们 留意 到 
1 XV y 0 / cos0(yg)  sinÜ(yg) 
yg- 
(, ] X 0 (77 X —sinÜ(yg) | cos0(yg) ) 


其 中 
x’ +iy’ 2 y(x cy), 
0(yg) 20 - arg (y, x +1y)), 
则 只 要 把 EG DER 


E(z,)2 D lu(yz)'jQy,2)^*, 


PNNNT 


wf Der) 
便 立 刻 得 到 


E(g,9= >) expl (s epos * ikewo) |, 


PANNE 
Re(k + 25) >2, 
i G=GL(2/Q,GL(2,R)' ={gEG,:detg>0}, 


其 中 


Kp=GL(2,Zp), K=[[ Xo». 


* «co 


则 
Gas=Go* GL(2,R)’ » K. 
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把 Gs 的 元 9 按 上 式 分 解 为 
g =VGK, 
PRUE EGC ERG, 上 的 函数 
E(g,s) = E(g.,5). 

因为 

Go(1GLQ,R)*«K = SL(2,2), 
所 以 这 样 定义 的 EC.,s) 是 Gi\G。 上 的 函数 。 不 难 证 明 ， 这 个 函 
数 BC.,s) 是 Gs 的 自 守 形式 .本 例 中 的 函数 一 般 都 称 为 Eisens- 
tein 级 数 ， 

定义 2.2 设 由 是 GANGA 上 的 连续 函数 。 取 


data = | o(ng)dn, gEG,, 
LAN A 


KO, 为 $8 的 常数 项 。 

引 理 2.9 如果 ÆC, WAFER, ME 任 一 Siesel 集 上 
-$s 是 急 减 函数 。 

由 GG。 的 自 守 形式 所 生成 的 向 量 空间 记 为 x 。G 的 Hecke R 
数 庆 以 右 平 移 作 用 在 上， bof, be, TEZ. BRM 
gs =0 的 自 守 形式 D 称 为 尖 形 式 。 由 类 形式 所 生成 的 空间 记 为 
Vo, 而且 MX) EAL o BATHE TATA RR x E p 
的 子 商 ， 如 果 存 在 .w o 不 变 子 空间 UV, HAUDVX p 在 商 
空间 V/V 上 的 表示 等 价 于 7. ARE p| TR. 

余下 来 本 节 将 用 几 个 引 理 来 证 明 以 下 定理 。 

定理 2.10 如果 儿 的 不 可 约 可 容许 表示 和 亏 = 092. de Co un 
的 子 商 但 不 是 Co,-wo) 的 子 商 ， 则 存在 FNA ARIER 4,”, 使 得 
WAR, 表示 To ou. Vo) FR, Hu =ul,s, 
Vo Vire 

定义 2.5 对 G4 的 函数 上 9 考虑 以 下 的 条 件 : 

GO) 如 果 对 xEA， 及 a,bEF*, 有 
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e((: DORO 


s((° 9 )= 909. 
CREAT LA d BR N,A,\G MR. ) 
(2) e$ A K AMR, 
(3) 中 是 Hecke RR, 
(4) 中 是 左 A.A. 
(5) 已 给 非 负 整数 NM 和 以 F*\A4* 的 特征 标 对 (4,2) 为 元 的 有 
RES, WMR aa EFNA, M 


4, 0 ‘a 4 . 
$ (( 0 a)" la, P (4(a,) Ca) Clog |a, |) 
mnM 


x (log Ja, l) "Dans No A. »(g)) 多 


其 中 bm. n. uL ,满足 条 件 (1) 和 (2)， 

由 满足 条 件 (1) 至 (4) 的 函数 所 生成 的 空间 记 为 了 。 由 满足 条 
fF (1) , (2) fü C) BS ERICH RS e RE OA (S, M). MRS 只 有 
FEY), Wig G,M)J. H, v, M), WX 

F(u,v,00) = U JO ,v, M) & i.v) = ,v,0). 


Hecke (Cf ar JEFE o 作用 在 以 上 各 空间 。 

以 上 定义 中 各 条 件 工 非 互相 无 关 。 如 果 函 数 $ 满足 (1) 和 
C2)， 则 (C3) 及 (4) 是 等 价 的 。 另 一 方面 ， 如 果 满足 (4)， RE 
命题 2.7 知 有 S.M， 使 得 满足 (5)， 还 可 以 证 明 

FS.M)= (QD ov. M. 


先 证 一 个 一 般 性 的 引 理 。 
引 理 2,11 设 代 数 太 有 不 可 约 表示 A 是 有 的 表示 p 的 子 商 ， 
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而 


p= 四 
则 有 A 使 得 n 是 ox 的 子 商 。 
证 to, = Do, Xo. Xi SXF Y Y. 


4 中 存在 有 限 子 集 Ao， 使 得 
Yn($ xav. 


AEA, 


于 是 可 以 用 
YN( > x) & vn($ x) 


分 别 代替 Y ,,Y 2, BRE ATMA ARR {4,040}. Anat, 
RER. 否则 用 归纳 法 完成 证 明 。 可 设 ”= 2, m RY NX, E 
Y,nX,,, BIAY,OX, , Yn X, AY LY, or Su x 是 
0, I T RR. BM Y, =Y, + Y NX). 我 们 使 以 了 Xia 
Y,(] X, CR Y o Ya, 便 得 7 0, ,的 子 商 . | 

现在 开始 定理 2.10 的 证 明 。 

引 理 2.12 如果 不 可 约 可 容许 表示 并 是 .但 不 是 .wo 的 子 商 ， 
则 A 是 7 的 子 商 。 

证 据 定义 有 正 合 序列 

0 — fy a, 
HP eH = ya Io i, coriis. i 5.28 T 
U/V&fr. WU, S cU,V, eV, 3XEERIIRU,zEV,, Nr EU. /Vo 
等 价 ， 即 x 是 .fz 的 子 商 、 否 则 ， 从 U。= Vo 得 知 ， 
. U=V + UN ro). 

于 是 7 与 Un .wo/V No 等 价 ， 这 与 7 不 是 .6 的 子 商 矛盾 。 | 

引 理 2. 13 ”如 果 不 可 约 可 容许 表示 A 是 了 的 子 商 ， 则 存在 特 
征 标 4,v 及 非 负 整数 M， 使 得 E (iv, MD FA. 

证 设 r 与 “的 子 商 4/ 人/Y 等 价 。 选 取 和 M， 使 得 
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U(].F (S, M)sEV[].* CS, M). 
于 是 7 在 
UNF (5, M) /Vf1.7£ S, M) 
中 出 现 ， 故 此 可 以 假设 


Uc. G,M- (B ov. M». 


这 样本 引 理 便 可 从 引 理 2.11 推出 。| 

引 理 2.14 ”如 果 不 可 约 可 容许 表示 nr (v Mm S, 
则 x 是 C4,v) 的 子 商 ， 

证 ”利用 定义 2.3 的 条 件 (5) 来 展开 


$ (C X BE e 4 uv, M) 


为 
5 | H( 44) YC ay) > ( ogla, |)" (logia, |) * 
m"m-n«M 
b. 0 
x Du n(( .)) 
或 为 j 
2 wCarbs)vCarbr) 2, Cogia 4 log|5,[)" 


x (log |a, | + logib,1) "Pn,n g). 
比较 系数 便 知 ， 如 果 m+n=M， 则 


(的 ; oda iE | ordeal) 


HP Omn€ 了 (4.v)， 考 虚 映 射 
Py sur M) @ reo Q bn 


iz EF (iv MS T QU /V , 选 最 小 的 非 负 整数 N<M, 使 
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BUNSGu.v,N)EV, BU -V - (UNIU, v., N)). EN 20, 
引 理 得 证 。 若 久之 0， 则 有 正 合 序列 

0— UNS Gr, ND) —U- @ o». 

mta=N 
BISU V + (UD av, N-10, Kir ER CD o 
m+a-N 

的 子 商 。 再 利用 引 理 2.11 即 可 证 明 本 引 理 。 | 

引 理 2.15 ”如 果 罗 的 不 可 约 可 容许 表示 天 = (的 n. ES, 
2) 的 子 商 ， MARERE, AoE Ho r WTR. 

E RAR; RIA v 5. uf feo? ERA. AU 
唯一 决定 函数 OLE Vv), ERDO =1 RUMBA k EK, 


有 
gp(guk) = PEQu). 


对 这 些 函 数 作 限制 张 量 积 
GDF Cv), 
ts 

考虑 线性 映射 


QF (Ho v9 (U,V) RP, 


6) 


Ehom=[][%.09.). gRAU Enftio Su. (i. MUR 


们 可 以 把 Ros WER. 
BTzl.-0. 其 中 所 有 的 2,195 7, Si, kh 
Gb, Vo) |e, = OP , 
其 中 所 有 的 21395 pC SH. BEAT S 是 工 PECES D 亦 


Fe? |e AUF RS. RG HSIBR2, 11,0527, Bote, vB rg. | 
定理 2.10 可 由 引 理 2.12 至 2.15 推 出 。 
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$3 RB X 


从 上 节 定 理 2.10 看 到 ， 不 是 尖 形 式 的 自 守 形式 可 以 用 诱导 表 
示 来 研究 ， 还 可 以 证 明 这 些 诱导 表示 都 可 以 写 为 Eisenstein 级 数 
的 直 积分 。 故 此 余下 的 比较 难 的 问题 是 尖 形 式 的 构造 ， 本 节 将 介 
绍 一 类 经 典 尖 形式 ，Sk (CN ,加 )。 

RUE SRN ,k 及 (Z/NZ)* 的 (Dirichlet) 西 特征 标 W。 设 


b 
TON) ={( j i este.2 Los ocmodN)}, 


Pram /:9— C Hi =k, RN, KE = v 的 尖 性 模 形式 ， 并 


a b 
a) x ees. (° ,)e e». 5 


(x) o7 cm otto. 


(2) 了 是 5 bier BR. 
G) 对 任意 的 d/ce Q, c,d) 21, BRS 有 展开 式 如 下 : 


vcd) Cez + d) f(z) = Dane ar toes 
ari 


KB a beZ 使 得 ad-bce=1， 并 且 要 求 对 


时 亦 成 立 。 
以 yp 记 以 下 同 态 


Zi—(ZJNZy)— Cr， 
WT] ve 定义 了 Z; 的 特征 标 。 因为 
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A'-QRi [J 2;, 


LEE 


我 们 可 以 把 Vs 扩张 为 A4* HER v, Hv QR: 上 SF 


l. 
x G=GL(2)/Q, 取 


a b 
KY = {( ) EGLO, Zp) :c=0(modN) }, 
c d 
i!) 
G,=GaGL(2,R)*[] K}, 


Feo 


ConGLG ,R) [ [Ks =F M. 


对 fESxc(N,y) 用 以 下 公式 定义 G。 上 的 函数 
$1C9) =f Cga * D1Cg., D YE) 


a b 
其 中 g =79k, VE Go s,€GLG,R* KE TKI, k=( ), 


Hi CR) Va), ALLÉE 0; BRBK. 
命题 3.1 设 $y REA RH LESAN MRE. 
(1) 和 如果 yYEGo, MP: (Yo) = 中 1 (9)。 
(2) ak kelk}, M py C9k) =p ok). 


cos? sinf 


(3) 如 果 k。= ( ) 则 Bj Cake) -e**o,0p. 


— sinô  cosÜ 


(4) KK OC, D [T CLC, Zp), n o; XE K 有 限 的 。 


E 
6) mt zeZ,, M os (zg) = 65 Coz) 29 COO0,CoD. 
(6) 如 果 把 Dr 看 作 SL(C2,R) 的 函数 ， 则 


Ag = -三 (全 -1) $, 
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Heh A B Laplace WF. 
(7) bs 是 缓 增 函 数 ， 对 任意 常数 :二 0 和 G4 的 紧 子 集 %， 
FÉES CAN, (FR JEw, ac A*, jalat, 有 


os(( Jo)<cterr. 
(8) EZ (o : Jejax=o. 


证 pit os. IEC, SEX 9 = vVgegerko. 
G) BXvs-QyrQ:g-ko, PLA POD 790». 
(2) NA gk-vog.kgk, PLL OCCIE) =C). 
(3) BA gk, 9 vega keo*kg, BRE 
pgka) = f(g. k. 19. ko Dek), 
利用 
kosimi, 1091, 92,2) 21C91. 92221 94,22 
Micke, i) =e™'*， 便 得 
$(gk,) = éCg)e'**, 


(4) 因为 |K:SO(2,R) TT KF] «co. Hill 6 EKAR. 


LES 


0 
© zs (。 。) asanueQR:TT Z; =A", W 


p € 


a 9 a. 0 u 0 
= LI c * ko. 
ex rs ues ue 


oo 


于 是 
由 (29) -6(9)9CG». 
(6) SL(2 ,只 ) 的 元 9 可 按 Iwasawa 分 解 为 
1 x Vy 0 cosÜ sinf 
s-(, y 0 Pn vost)" 
如 果 把 Cx,y,0) 看 作 9 的 坐标 ， 则 SL(2,R) 的 Casimir 算 子 便 是 
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Laplace 算 子 ， 


à gp CE 
2.3. _ 
A=-y (Gr + ay2) J3x80* 


按 定义 OW) =f tiye eit, HT f LAR sit 


所 以 


Ad= -过 (三 -1)9。 


(7) 已 知 f 在 co 是 解析 函数 ， 即 如 果 f(z) 9f 00,a- e, 
则 了 在 94=0 是 解析 函数 ， 即 存在 R>0, c>0, Hlal SRA 
Ijeolse. 所 以 


(5 jenes 


€ aD>1/2nlogR, 
(8) 直接 计算 ， 


PE De fo D 


ZNR 
=[ f(r+ ddr=0. | 
0 
下 一 步 讨论 Hecke MF. # 
a b 
s-h » € GLG, R^), 
JESN, Y). iz 


fas GOD = f (gz) (Coz + d) (detg) 775, 


hi 
am vay" f(z), 


把 双 陪 集 分 解 成 左 陪 集 ，p 是 素数 ， 
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1 0 
neo(, j)neo- U reor, 
a b 
= TN 
Y DUR à Ice d ) 
其 中 o, 是 这 样 定义 的 ， 找 7y 三 1 (modN)， 使 得 
(7 ESL, 2), 


oo BER (a RARE TOO, 是 由 a 决定 的 ， 
经 典 的 Hecke 算 子 了 (p) 是 这 样 定义 的 ， 
Tota? Sf 


n 


=p! 5; 5: Kos (1i. 


a>0 - 
ad=? 


tpt N., M KY =Kp=GL(2, Zp). W 


1 0 
Hp =Kp (© BEG 
D xp it Hp ARIER. Xp CA/Kp ERAR D, 定义 Hecke 算 
Td fF: 
TOD6CD =O* xp (9) =Í $ (gh)dk, 
Hp 


51383,2 Ap f€ SkCTSCN),1), W 


pt POO = Pronn. 
证 ”把 双 陪 集 Hp OA Ko BEE: 


He=U(? eu, o) Ke. 
所 以 
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_ p -b 1 0 
Tee > do 人 ， +e (a, ) 
《在 这 里 我 们 在 CL(2,Qp) EN Haar 测 度 ， 使 得 vo1(Kp) = D. 
把 G4 的 元 9 分解 为 9=Ygsk， 则 


p ~b p' bp”! 
ok( ` )-"( Jow , 
0 0 0 1 


eG Gh) 


eG DG 2) «roms 


Prd 


p*^ POP =P C 


UN Sure t= Pri. | 


NAA b-o 


24 3-17 ps) 


RESON WY, Gi TE (oC 65:9 € G4) 生成 的 空间 上 的 右 
平移 作用 所 决定 的 表示 记 为 zf。 我 们 可 以 证 明 ， 如 果 对 所 有 的 
PIN SARTO MBER, Mrs 是 不 可 约 表 示 。 以 pe 记 C， 
在 G 的 尖 形 式 空间 的 右 正则 表示 ，、， 设 是 oV 的 不 可 约 子 表示 而 
HJ RiQ*\A* 的 酉 特征 标清 ， 使 arl r WAERN E 
JESN, p, HA waa, X TAXES 上 果 可 看 Gelbart[1] Æ FÉ 
5.19. 
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SAB  EisensteinZg Ar 


本 章 讨 论 GL(2) 上 Eisenstein 级 Mt 89 Bé Ur XE ja Eo BRA EB 
论 ， 这 些 定理 在 5L(2,R) 的 情形 首先 由 Selberg 证 明 ( 但 从 未 发 
表 )。Langlands[1] 给 出 任意 实 李 群 的 Eisenstein 级 数理 论 的 详 
细 证 明 。 我 们 在 这 里 将 讨论 Adele 环 上 的 Eisenstein 级 数 。 


$1 基本 人 性质 


设 忆 为 代数 数 域 。A4 为 F 的 Adele 环 。 
以 G 记 GLC2)。 以 Z 记 G 的 中 心 子 群 。 以 A 记 2 x 2: feti 
群 ，4 的 (代数 ) 特 征 标 在 Q 上 所 生成 的 向 量 空间 记 为 X(C4)e. 对 


Q 0 
a =( A Je^. igala -2a,a;. MIA od X (Ado 的 元 ， 
ag 


Hpida/2, tea=Hom(X(A)g,R), Mat =X (AQ@R, 
#HHEa,xea*, MESH, oi HOO. BHaEead, MAMEa, 
A vre 有 


ett ox) = IxCa>|,. 
WE Eds H:A, >a. dE Al=ker H, WALZ [ [ 4， 的 单位 
"ico 


元 连通 分 支 。 则 有 直 积 
zANXAS, 
而 且 Ar\A, RAR. 

mgeG,, te Iwasawa 分 解 G。 2 NL AK, g 3339 g - nak, 
则 以 互 (9)? 记 这 分 解 中 的 4 。 


定义 1.1 1 PECFCN, A, ANC), JER. 
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| [d (ak) |2dadk <o0, 
Ap\AlxK 
则 定义 多 的 Eisenstein 级 数 如 下 : 
E(g,®,z) = M eU 1»22*0 四 (70) ， 
YEBPNOp 
Hp ocG,, zEC, 

513181.1 设 2 -(zcC:Rez1/2).£ X1. 1 中 的 Eisenstein 
SUE Ecg, 6,2) TE Cx 7 WATE EMM — BR ie Oe. Ht HE 
Siegel 集 G, ETE 7 Hy WMA TR c,c(z) h Re 2 所 决定 ,而 且 ， 
对 gE， 有 估计 

|E(g, G,z)| xze(z)e Uf I mRe atp) . 
|E(g,b,z)|« 25 errem» ogy, 


yeBzpN\OP 
所 以 可 假设 zE€ 有 只。 我 们 只 要 证 明 右 边 级 数 在 2& xG, ih E Yd 
E-BOOK. HCHO MATH, WHR, 使得， 对 所 有 
YEGr, gel, d 

<H(yg) ,a»xzv, 
EC 是 2 的 紧 子 集 ， 则 有 ACER MAM MH 2€ CA zo 之 Rez. 
这 样 对 zEC,，g EC， 我 们 便 有 

[eo mra | 二 常数 eere oem 
所 以 我 们 可 以 固定 z。, 只 要 考虑 的 级 数 对 C, BERR oe, 
现在 我 们 引用 一 个 表示 论 的 结 果 (Harish-Chandra[1]) :存在 

JECzCCA)， 使 得 对 所 有 9gECcs，kEXK， 有 folkgk™) = foCg), 
而 且 还 有 


SHG et gate P(g) -| cni f as ph e (gh)f,(h)dh, 
A . 


于 是 我 们 便 有 估计 
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|E(g, 9,2) | À | (jet ono Ch) | 


ByNO, " DA 
x |fo(g y^ h |) dh, 
以 C; 为 fo 的 支 集 。 以 上 不 等 式 右 边 可 写 为 
[eme eoo] 1871 at. 
B NGA d 
以 C(9) 记 Grg9Cs RHE N,4,\G, 上 的 象 。 由 约 化 理论 知 有 党 
数 c<。， 使 得 对 所 有 hEG。，， 有 估计 
te {ysy th € go,) xze,e Cm 
PAA E co (ERA 9 (E Siegel RO HA 
|E€g,9,z,)| 
Kenran | je Abs et P(h) | dh . 
ean 
因为 存在 常数 4 ， 使 得 
Gpgoe, Ch: H (0) - H(g) a» xiu), 
所 以 利用 积分 公式 
| $(g)dg =|, n f &nak)ye-eneme dndadk, 
- 便 知 上 式 中 在 CC9) 上 的 积分 不 能 大 于 
eH Q7 m (| et (or) dr) * 
x f P (ak) dadk 
ApNAL K 
<HA etant i ner Coi (zo +) 
x vol (A AAD vol (K) | 6] , 
434 2,1/2. WES. | 
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为 了 进一步 研究 Eisenstein RR ,必需 引入 EC, 0, HBR 
项 Es(g, 中 ,2) 如 下 : 
Es(9, 9,25 = | E(ng,®,z)dn, 
NpNNA 
在 上 面 的 积分 中 代入 的 定义 ， 并 利用 Gr 的 Bruhat 分 解 ， 此 积分 
化 为 
eino» sato Dng)dn 


Na NA 


t | De 2D (wyng)dn, 


r N 
Np\NA F 


0 1 
v=( 路 


选取 测度 4n， 使 得 vol(Nz\NAY =1。 对 Rez>1/2. if 
CM(z)D) (g) = eut 92-7» 


其 中 


x | P (wng)et s» 1a*Pdp. 
NA 


则 我 们 便 得 公式 
Eg(g, 9,2) =e temo (g) 
eU S23a*PNM (2) O(g), 

本 童 的 目的 是 证 明 以 下 定理 。 

3381.2 Mz) 在 复 平面 上 只 有 单 极点 。 对 满足 定义 1,1 的 
FU D$ GEG, ZEG, P, z) RTULRE RE SE TR 7g M ETE bey IE dd 
ER. RIMA T RB ER CZ; Fe 

M(z)M(-z)oz4, 
E(g,M(z)®, -z) - E(9,0,2), 
我 们 把 证 明 分 为 八 步 。 
(1)M(z) 是 {2: Rez>0, zc(0,1/2]) 上 的 解析 函数 ( 引 理 
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1.4). 

(2) ECg, 6,2) f& (z:Rez0,2€ (0,1/2]) 上 的 解析 函数 ( 引 
8832.45. 

(3) RY X iR CO 1/2] MARA S Miz) (zt Rez0) 
上 的 解析 函数 5 引 理 3 3). 

(4) 除了 区 间 (0,1/2] 中 的 有 限 个 点 外 ，E(9 ,中 ,2 是 (z:Rez 
>0} 上 的 解析 函数 ( 引 理 3.5)。 

(5》 除 [- 1/2,1/2] 中 有 限 个 点 0, 土 z，…，, 士 z* 外 ，M(z) 是 
解析 函数 ( 引 理 4.1). 

(6) BRO - 1/2,1/2] PARP 30,4+2,,-°,t2n5), ECg.F, 
z) 是 解析 函数 ( 引 理 4.2). 

(7) M(z) R E(g,O,2) 在 土 z,…, 土 zs 只 有 单 极点 ( 引 理 
4,3). 

(8) 0 EMRE, P, DTR AGIA.. 

我 们 的 证 明 是 根据 Langlands[2]。 

在 未 展开 证 明之 前 先 引 入 一 些 常 用 的 记号 。 

BP VIE IRE, i 


(D,Y) = | d (ak) (ak)dadk, 
ApNAl xK 
在 复 平 面 上 引进 柱 集 ; 
D(R) ={zEC:|Rez]<R}, 
oh st Ro» 1/4, 考虑 定义 在 DCR) xCA 上 的 二 元 函数 更 (> 9). 
MVzED(R), SERE 9 G,g ig LURE: 
WV GEG RNER xs 一 2(z,9) 是 解析 函数 ， 并 且 对 任 一 多 项 式 
p, ROER fp(Im 290) AFR. 满足 这 些 条 件 的 函数 所 组 成 
HRK & ia 99x (OR), HPEMER), ik 


PO =z Í ec e» *0* O(z g)fdz|, 


Rese 
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其 中 。 是 一 个 充分 大 的 实数 。( 以 上 是 一 个 Fourier 反 演 公式 。) 
所 谓 9(z) 的 不 完全 9 缴 数 是 指 


(= >) 由 (79)。 
YEBy,NG, 


显然 
$^(g =i | E(g,O (z),z)|Àz 
) 2x ( 多 《 ); )| l. 


Rose 
MP, PEMCRRe>1/4, ik 
[OC +), PCIe | [(P(z) ,VC— 2)) 
Ror =e 


+ OM (x) (D) ,Y (2) ]]dz |, 
引 理 1.3 HP, V CR OR e21/4, X 


则 


Í pNP (g)dg LPC), YEO. 


Op G4 


证 ”我们 直接 计算 ， 
Í expPods- | exu X Foods 


Bp\G 
CAN A Lon 


= | Xo^eobfood€ 


BpNO 
apaa’ F^ Or 


EZOO 


EN 


dg Í $^(ng) 9 Cg) dn 


BpNANGA Np MA 
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1 
i f dz | Ep(g, 2) ,2)F(9) dg, 


Res~e ByNANGA 


代入 常数 项 Es 及 y 的 公式 ， 利 用 


dg = eH 9)» -2?)dndadk 


RAK 
aa | lazl urat feo, 


Rezo 


引 [ 理 便 得 证 ， 
JR JE DCR) Em e t etui, PEMOCR), WM f- PE 
MCR), 
ES-a =f), fC) 216-25, M 
[fC OBO), WC 9] HPC - DEC Ce 5]. 
事实 上 我 们 有 


tfco9co,rcolese | Ure, c2» 


Re? 6 
+ CM (2) f (29 (2 ,V (2)) ]|dz |, 
显然 
CEPE), YC- 2)) =(P), f) Y C- 2)) 
-(6(z),f]*(- 2) V ( - 2)) 
及 
(M (2) f (229 (2) ,V (2)) = (GO M (2) 9 (2) , V (2)) 
= (CM qz) 9 (2) ,f* (2) Y (2)). 
于 是 所 需 公式 便 立刻 得 证 。 | 
A Eit Bo £k RI ABC FC PCD COT BME 
的 正定 Hermite WM, HR ze DCR), [fik 及 
gG) = (k* - f¥(z) f(z), 
RAI EDR), k*- f*G)f G0, Kg EDR) 上 有 界 全 
纯 函 数 ， 而 且 g*CO-90) 及 (对 适当 选取 的 平方 根 ) 9(-2)= 
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gG). AA 
g* (2) 9(z) =k? - f*(2)fC2), 


& 
0«[9gC« 20€ 2,98€ 09C- 5] 
=[bC -), kK - ftc eFC + FC +] 
zk?0C.5,0€-5]- [fC- OC + ),/C OC + 5]. 
所 以 


[E/C09C€- ),/C- DC ]xi?[ (C - 9,0C- 5]. 


De qBpiat Bre BE ALG, \C IRIE. EX = 
UMCR), HHEM, ia. z(0» 26^, WS WOBLUBPHA 
Bl, ACNE, PO] FUER RR F TO): 
£Z(BD-—27Q(QBD. 于 是 有 下 图 

MR — ¥({ B}) 


fx | [su 
MR) — F({B}) 
作 计 算 
TAP TD) »[/€C PCY, fP] 
<k*[OC +), PC +] zk'(ó^,0^), 
fin 
Ig TS sup [fC]. 
s€D(B) 
iz SC) = {f(z): zED(R) He C AHA. WII ibe 
S( 记 的 子 集 。 事 实 上 ,SS OD IS ERE 
{cE C: Sf) -cf 不 可 道 }。 
RARES), Mite)-c#0, A hk) = (CO - 2) T 
我 们 有 
I-AD = X(f)4^ -ep 
= gf- P)- 7P) 
=&(f-c)d*, 
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因此 。 RRFICS) WF. 
BA, T*=I*) MUMS =f PMC NEAKAT. 
Hz=x+iye DCR), AM[Re(2l<cR, WiRez*«R?, 
ÉReuDR!, Si" (2) = (u— 27, 则 TC”) 是 ZLB}) 上 的 
HAT. 
APC + fC +) PC DAM BMA BRR, m7 ABD 
是 {8^} 的 闭 包 。 所 以 人 X(f*) 的 象 是 稠密 的 、 
现在 我 们 取 / (z) =z, We = 人 (Cf) 是 自 伴 无 界 闭 算 子 ， 而 且 
RUE C- oo, R?], 
TU J=- A= Abe) 
Es BO PURA. 2U, AECC oo, RP ] EP REPE BR. 
Mu/4«e«ReA«-o,, Bl 
CR, ADP", UN) 
-让 | -HOE v co» 


2xi 


-(OM(z)9(z),VT(2)))dz 


= di) C= AD) + (M (0900 YA} 
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* gal. - T A= 22)“ (@(z) WC- 2)) 


+ (M(z)P(z), ¥(2)) }dz 
《其 中 我 们 用 了 以 下 结果 : Res(A? ~ zt)! 21/22), 于 是 4 一 
(FA, ADUN ERITAR EA ECC oo, RD, HN ACIRE 
Ac€[-1/2.1/2]. 
现 取 中 (z) =e b, Prev, Kupo,y 5 z EK, M 
CAM, ) ^ , 9^) 
= (24) "te** { (D,Y) +(M(A)®,¥)} 


1 fe, tie ef 
* Oni jeter! 
2nt AES 一 


CP V) e (M(z)Ó,V))dz, 
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因为 Re4<oi， 所 以 在 Rez =c, 上 的 积分 是 和 4 的 整 函 数 。 从 上 式 可 
作 以 下 结论 ， 
引 理 1.4 M(4) 是 {4: ReA20,^€ €0,1/2]) ERE ET BR. 


$2 RAT 


f T0, #9CG,, fElwasawa4 d MG, - N,AAK, Wigs 
为 : g=nak, ac 人 a) Da(g? 记 aiazl。 对 了 >0， 设 zz(g) 
=1， 如 果 1a.a5'|。 之 7 否则 取 Xxr(9) =0. 

定义 2.1 取 Z-CrNC4 上 的 连续 函数 中， 设 

o3(9) = | p(ng)dn, 


Np NN 
对 >>0， 用 以 下 公式 定义 截 算 子 A”， 
A'é(g)-é(- M DrD OD. 


ZIP 


5122.1 截 算 子 有 以 下 的 性 质 ， 


DCI) — Pa(9)Xr(9), élei>i,T>1, 
(D ATd(g)= 
PI) — sp, Blew |>T>1, 
(2) F9IA—-FRIMARIKAR, M 
AT(g) = (9). 


(3) (CATP, D =(¢, ATP), | 
(4) T»12—((0-47)6,479) 20, HI AT 是 上 ?上 的 正 交 


投射 
(5) 如 果 9 属于 Siegel RS, WATS 的 定义 公式 中 的 和 


ye By NO, 


具有 有 限 个 非 零 项 。 
证 已 给 9 ， 利 用 Siegel 集 的 性 质 知道 ， 如 果 |a(9)1>1， 及 
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lavo |1, MyEBr SO. 
igeQ, ATd(g)#b(g), T1. IMEE veBr\Gr, (ER 


Ia(vg) |>T>1, 
由 Siegel 集 性 质 知 只 有 有 限 个 这 样 的 7 。 这 时 79 属 于 一 个 紧 集 ， 
[aif gt la oi XXE ZERO BREET, Ble DET, XT 
To BAA. GO. 
WBE). RAAT ONE, fs 


CATO, P) = (6,9) - Ciba r1799),W). 
算出 上 式 的 第 二 项 为 
{ > Pa (7g) xr (79) ado 
2,0580, PPNP 
= $5C9)xiC9)U a Cg) dg, 
E pN 380 NG A 


同样 可 算出 


(p, ATP) = (D, 9) - | bn D Pa( Er 9 dg. 
BN BaD, 


因 xr 是 实 值 函数 ， 故 得 (3)。 


因为 (1 -AO(C9) = Pj, Psar, VA 


Bp\Op 
CQ AD)0.ATy) 
= | ZORO Í ATy(ng)dn as. 
N ABFA PSN a 
但 xr(9) =0， 除 非 X7(9) >T 1. 而 这 时 ,利用 上 面 所 证 的 (1)， 
便 有 i 
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| Aryng)dn = | (Yng) - Yang)) dn = 0, 
NpRNN A NpNN, 
故 得 (4) . 
(5) 的 证 明 同 (2) 一 样 . | 
5182.2 ” 设 有 CG。 上 的 函数 9 及 /满足 以 下 条 件 ， 
b(yz9) = (9), YE Gr) ZEZ% geG,, 
finyzg) 2 f(g), | n€ N,, vy€ B,, z€Z.. 
副 当 积分 存在 时 便 有 了 以 下 等 式 
(^ 5 roo))- KOLOLO 
PEB NOF BpN AT NGA 
证 用 内 积 的 定义 便 得 
C$, EFOD) = | ép >) Fondy. 


CRAN BpNOp 


因为 p(yY9) =@B(9)， 所 以 上 式 右 边 等 于 


[Eton odg = I (g)f(g)dg 


Bye 0 y 
= $(ng)f(ng)dndg, | 
BpN AEGNG, Np NN A 
现在 让 我 们 来 研究 截 Eisenstein 级 数 47E(9g ,9 .2), 
HAATTE, Y, D= M fon, HH 


Rp\Gp 
[(g) 2e?» **Py(g) - Eng, Y, B xr (9), 
另外 利用 公式 ((1- At) 9) = 0 
CATECG,® A) , AFECg ,VT ,u)) 
= E((9,8,A) , ATECg V .)). 
所 以 
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(ATE(g 9,4) ,ATE(g V ,1)) 
= | Bala, ® anton Ferry cg) 
NAR p EL NO, 
— EsCg, V 4) x2(g) }dg 
= [emt irme) + ts inno oo 6) qn) 
x {etais Fo+ P(g) — (e> ory (Cg) 


te es -Pate (M (ny) Cg) ) xe (9) ) dg, 
利用 Gs 的 Iwasawa 分 解 ， 我 们 有 


= | Ke Hee)» ? 5datdaudk, 
ApNAA TANT ET 

再 用 以 下 公式 
e 0 3? = |a(a.(g))l*. 
(DY) = | 9 (ak) T (ag)dadk, 

"VIE 

| laca) da=[ e$, 
0 t 


AVE 


feo 13o* Pd ( gye (I 9 POM Cg) (1— xr Cg) dg 


Tat 


Taam at | rit 
= € > t = 
=| una OM =O 17m 


p 
= fener àa* dg) eft f Dh M QV Cox Ca)dg 
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- - [Fo Le om 
T 
T2^-? 


= (MO) 4— 


及 


[enn aat PCM (ANB) (gje Petp Cg) 一 Xr(9))dg 


Mayor) T 
一 -€ ( ) > ) A-n > 
及 
- fero -44+P) M (49) (g) eU» Ba + p> 
x OM QD) (D x GDdg 
MODS Mr TP 
= — (MDD, MC) y 
it 
o(A,,2,P ,V) 


= (A D) (TAt® (D V) T (M 09 M QV) ) 
+ (A - B) (P977 (6,M (wy) - Ta (MDP ,9)), 
则 以 上 计算 给 出 以 下 的 重要 的 截 Eisenstein 级 数 的 内 积 公 式 ( 亦 常 
称 为 MaaB-Selberg HRN). 
引 理 2.3 对 4,pE lz: Rez 21/2), À 
(AT Ecg, 6, A) , ATEC, Y ,4)) s o(A,B,0, V), | 
考虑 两 个 复 变 数 的 函数 F(z 2’), fEQS EVO RAM Taylor 级 
数 : 
3j ansm G -20)" Gm), 


其 中 
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gata’ 
1 > £@,2/) 


a NNLLA 
mim’) üz"üz'" 


m»m' = #0 e 


, t 
s -so 


IX À Taylor RFE (51,8) CHK, MI 
= 1 gem 


lim 
a-a |(MI)? OzTüz/" 


1 


r f(z2,2’) 


= 一 5 0 

ss, 
<émin(r,r/))7?, 

其 中 + = Is,- sy], r' zs - sil. 

在 复 平面 的 区 域 D={4: ReA0, Im A0) CA + A) 40, 
A-AA MODO REBAR. BED CAA, V) fe ye De ERR S 
解析 函数 。 故 此 ， XPA,20,-itQc D, 3$|A-A,| min(o, ,to)， 
MY OCA, B,D V) fgE C4 ADRA H Taylor 级 数 在 (4 DK, TE 


1 


2 


ae 


kn l 
— n w(A,h,P ,Ÿ 
lim (my)? QA"O0n" oc ,, , ) 


A 一 20 
Pho 


< Qqnin(o,,t)^!, 
即 是 说 


Tim ++ JATE,” JA) [ince 7. 1 


从 寡 级 数 收 你 条件， 便 知 : 如 果 |%4 一 | 过 min(o6 ,to)， 则 级 数 


1 g* T _ a 
27 si is E m 1A ~ Aol 
"Sk. BRA, FEIA- Ay|<min(og,t), AED, RE 
= CM 
J’ 
Aa ' 


对 L? 范 数 收 敛 ， 由 此 可 见 ， 在 ReAD> 1/2 上 解析 的 函数 ATE Co, 
P,A), Taylor RTE 

(4: ReA»0,4€(0,1/2]) 
上 定义 解析 函数 。 同 时 上 引 理 关于 A"E 内 积 的 Maa6-Selbng 关系 
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亦 可 扩张 到 以 上 区 域 ， 
最 后 由 47 的 定义 ， 得 
E(g,0,4) =47E(9 由 + > Eg(9,0,À), 


YEB: Gr 
对 9ESiegel 区 域 ， 上 式 第 二 项 的 和 只 有 有 限 多 项 ， 故 此 证 得 以 下 
引 理 
引 理 2.4 在 {4: ReA0,4€(0,1/2]) m, ECg, 9 o EM 
PTE. | 


$3 常数 项 原则 


2]383.1 设 % 是 CrNC4 上 的 连续 函数 ，g 满 足以 下 条 件 ， 

G) Sar’, IESU fE—Siege MG’, 3 Xo. ， 使 得 对 
geo FA 

[p(g) | «ce! e n o, 

(2) JERN, ERA (Pike a ERRSN 的 多 
HAA, WARES RBS 1.1 中 条 件 的 国 数 由“ ， 使 
得 

$(ng)dn = e» 60 SP PCAC) PH (9), 


kel 
Np A 


那 末 ， 
G) 对 任 一 Siegcl 集 G， 常数 <， 使 得 对 g ES， 


[Ø Cg) | Kcee Reca [x [p *XHODD| l. 
k-t 


(2) € Re£»1/2, Moe LGC. 
2]:83.2. VEG ENG A LA RM FDA} AE LA Ra 
G) Vm, 3B’ (Cm), EB, fi RO 是 Siegel M, Wl 3 常数 
£' (m), 使 得 对 geEG'， 有 
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[Cg | «e! (m) e Gr v! ona) 
(2) JERN, EAR Ikta EN ENIMS E 
项 式 的 基 ， 则 
f Om (ng)dn =e islam a) Spado, 


PACA k-1 


其 中 $B 站; 满足 定义 1. 1 中 的 条 件 。 
— (3) 存在 极限 lim m eR lime 200, MEHE CAC, 上 
EE D, E 
(a) 在 紧 集 上 有 一 致 收敛 lim Pulg) = P(9). 
(b) M4rf—Siegelf&, 3B, HA 


16, (g) | & 0 Le "omm REE um > iex co» 


kai 


{Zir 


k=? 
() Hv (m= SIPS]. SA ff—Siegelfi, XL u>0, 
k=i 
以 9 * ,s 3: YAE ES: alg) | >u) GAG, BAG, 上 的 投 
影 。 对 充分 大 的 uw， 有 
| a C9) 12dg 2Oc*(», 
Op\o,-7" 


f. [IC — $4,589) lag zOQ?(n), 
B 


以 及 对 Gp\G。 上 任 一 可 积 函 数 y， 有 
f y(g)dg= f ¥(g)dg + | (g)dg, 


OpNOA Up NO A f" 
以 上 两 个 引 理 的 证 明 从 略 。 
设 有 序列 {zn}，limzn = zo. zo€ER， 及 有 满足 定义 1.1 ÉA 
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REAP.) Pal = 1, RFA FH, Va = IMG) Bale 
选 子 序列 使 得 limy = co 及 (对 范 数 ) 存 在 极限 
lim v; ! M (z,59, = Po, 


anw 


这 样 序列 {EC. v2! Dn Z D UA E [803 2, E RR EB 
你 拓扑 ) 有 极限 
lim 已 (。 ,v,! 04,24) = Dos 


而 且 


$(ng)dn = eU -oor0) 四 (9)。 
NPNNA4 
又 由 引 理 3.1， 知 bnE L GAG). BAPE LUB}). 
对 zE (0,1/2], i 
2(z)={yE2((B)):Va(9) 2e -APW VES}, 
DW Ya=0=v=0, Kaeding z (z)« cc, 
Xjócz) e 9 (8, ve F(z), M 
(pv) GNG, 7 (D Wa) BpN ANO A 
HEN ANG À 
= daldk Í Jag | Hian ¢a+P) 
2x 


Ap\4, K Retto 


x DCE ,ak)esa -s«*Pg (ak)e Wier 20 


= [ac [sk ce areae 

= (Q(z),V), 
所 以 

Ch" of V) = Ca 0^ A) = zi (D (z) V) = (b^ ,z*y), 
结论 是 ，ye G)G€R), xv-zy. Wiik Ez M 
SG) LZZ). 
显然 ， 存 在 常数 c ， 使 得 VzE(0,1/2]j，VYYES2(z)， 
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[VI scelpl. 
ADR EER (25), limz, = z,€ (0,1/2], EH Vn, 
L(2Z,)#{0}, 
则 可 选 满足 以 上 两 个 引 理 序 In) WEZE), lvl =1, Æ 
PE Bek EE, Pan 在 LCAC FRR lim yn 存 在 ， 但 这 与 
(5 Cr.) } 是 互相 正 交 空间 矛盾 。 因 此 {zE (0;1/2]:2(z) 寺 0} 是 
《0,172] 的 离散 子 集 ， 同 时 如 果 z 不 在 此 子 集 内 , WM (2) dE CE 
C'- RH) RER, FARR lim Mz) frf£, 


现 设 有 两 个 序列 {z。}，{z"} 及 BE 多 ， 使 得 


lim zn =20 = limz, 


0 


及 
lim M(z,)Pflim M (z',59. 


应 用 引 理 3.2, 可 知 存在 极限 
lim(E( * ,,2,) - E(*,0,2,)) =o, 

elim (M G,)9 - MGP) = Py, 现在 可 重复 前 面 各 步骤 ， 以 便 
获得 结论 ， 除 在 (0 ,1/2] 中 的 一 个 离散 子 集 外 ，M (z) 可 以 扩张 为 
{z:Rez>0} EME EE. FRRiemann 可 去 奇 点 定理 便 知 , 除 (0， 
1/2] 中 的 一 个 离散 子 集 外 ，M(z) 是 右 复 平面 上 的 解析 函数 ， 

下 一 步 证 明 0 不 是 集 {z2E (0,1/2]:2(z) 尖 0) 的 极限 点 。 否 
则 设 有 收敛 于 0 的 单调 递减 序列 {z,}j， 使 得 Ynz， Guo, Wi 
有 国 数 序列 {y。} ,满足 WE S(z.), Weal = 1。 设 下 ,满足 定义 1.1 


的 条 件 ， 便 得 
Wn, a(9) =ec an WCQ), 


Xix = 1 了 nj" 。。 不妨 假设 存在 极限 limW。， 那 么 ， 根 据 引 
理 3.2， 有 


| ts (DPDT | v cos codo «od. D 
a NGA 73 


k 
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MAAL RARO coa od Yu. 
B #3 
Wed BFE Na BAG, 的 投影 。 可 假设 9 在 Br\Gh 的 迹象 是 
Fas Mi 


Í. TROLO =| | mya) ROL 
B 


故 得 
Í Va Cg) Pn(9)d9 
MA 
= | mM { Vn s (aa! k) 
Attus œ ApgNSAARE 


x Pa s (aa' k)da' dk Jaa +OP) 


- | eh -Ct mt Ja) { | V ,(aa’k) 


Ateas œ) AgNAAXK 


x V (aa^ k)da’ dk lda « O([V, D) 


= | g(fta»-taues vof | Vaa’ k) 


Atiu» oo) Ap NALIK 


x Pa (aa^ k)da' dk}da + OC s) 
= (Zm En) uv Fatt CW, Wy +O(Fale 
Rim=n, f 
1= (227) u7t*s[V, [* + Ole 


所 以 
IY ml] EO lne 


现 取 mn 关 n， 则 Zzn) LZ (252, 故此 
0= (2m +8) 710 Tate (CV, > En) + O(z47"), 


所 以 
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0 = (zw + Zn) mea) SEL) OQ), 
于 是 | 
| Qm 21/2 (2, + 2n) QV.) FOC). 
因为 lim (V, 21, Bib man, zi/? Gg ez) 有 界 。 这 


与 zm ,zw-*0， 并 单调 递减 于 0 矛盾 。 

综 上 所 述 ， 可 作 以 下 结论 。 

213.3 除了 区 间 (0,1/2] 中 的 有 限 个 点 外 ，AM(z) 是 {z: 
Re 220) Ef MATER. | 

引 理 3.4 设 U 是 C 的 开 子 集 。 设 VzEV .EC(g,z) 是 Gr\G。 上 
的 连续 函数 。 

(1) 设 VzEU， 常 数 + ， 使 得 ， 如 果 G 是 Siegel KM, 3 
常数 c (。 与 有关)， 使 得 ， 对 9E 6， 

|ECg,z) | cet re 

(2) IRN, AME ISk ERB SN 的 多 

项 式 的 基 ， 则 


t 
E(ng,z)dn 2 ef» te Sg ^ (Hcg)) 8" (g,z). 


k=l 
Np NA 


(3) PEU bis er aR. 
则 ECg,2)3& Gr\G,x 避 上 的 连续 函数 ， 对 每 一 国定 的 9，z 一 
E(g,z) 是 U 上 的 解析 函数 ， 

TE BA AK. 

从 引 理 3.4 可 作 结 论 

引 理 3.5 除了 区 闻 C0,1/2] 中 的 有 限 个 点 外 , E, 6,2 
(z: Rez20) ERST wR. 


$4 解析 延 拓 


设 z;,**,Z24 € (0,1/2], 使 得 在 
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U = {z€C:Rez>0, zzz.) 
EMG), EC, 9,2) 320 PAR. HEU E ATE 的 内 积 满足 Maaf 
-Selberg 关系 式 

(ATE(Cg, 6,2), ATECG,¥ 4) =o, n, $, Y), 
A=otir, pad, Wi 
o(À,A,0,V) 

= (20) {T (6,9) — T1 MO D, M(A)P)} 

+ (2ir) {T (P, M(A)V) 
-T-"*(M(A)®,¥)}, 
d e $8[6121,1MC091 2 IM CO |, Rae HE V=0, 


LU 
， (20) ^ (T?* - T-?7]M (Q0]*) 


*itblm(TU* (6,M(1)9))—0. 
用 Cauchy-Schwartz 不 等 式 便 知 
(20) "Te - T?* [M Q]*) + [e] McA) | So. 
HAIMA >C, MAP), FL 


T-?* 1 T?* 
go IMM IP TM CODI 7755 x0. 


于 是 
2c 
IM copre (1 «17. 
故此 对 认 (t 关 0) 的 任 一 个 ,在 {Re 20) rni 45 ELM CO PERI, 
mE 
lim M*(A)M(A) - I, 
A-1t4 
CAR 
因为 M*(4)= MCA), Fill 
lim M(4)M(A)-1, 
Ait 
设 区 间 [a ,0 不 包含 96，3 了 es>0， 使 得 对 4=oc+ir，0 委 5 魏 
E€, a<T<b, [M OD)HER, 所 以 
lim}M-1(o it) - M(o cir] 0,. 
eno 
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现在 假定 ， 当 Re4<0 时 ， 有 MO) = M (- 2), 
取 围 道 C ， 如 图 1 所 示 。 


BARHO<|o|<e, a<r<b, 
MG) -l M(z)dz 


2rile z—À 


, 1 pep Mc—d4+it) MCG + ity 
cm [MED ea, 
上 式 第 二 个 积分 等 于 

(M^ (0ó-it) M6 +it) d 

IN Seca Diet de 


再 取 极 限 65-~0， 得 


br MGD Mit) 
f HA HA Jat=0, 


可 见 ， 在 左 复 平面 上 所 定义 的 M(4)? 是 右 复 平 面 上 的 MC) AOR 
HEM. | 

引 理 4,1  Bk[ —1/2,1/2] P ÆRA 0, £ zn +2,9h,M(z) 
Fe: RE AT EB Be 

利用 8 2 的 引 理 ， 可 知 对 所 有 z 头 0, Vo ORR bekek 
拓扑 ) 

lim E(g,P,a+it)=E(g,®,ir), 
aay A Rie X Eco, , 2) Te i HU LMA. MA, WRez<0, 
RE XL 

E(g,®,z)= E(g,M(A)®, - 2). 
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据 引 理 3 .4 便 得 到 如 下 的 

引 理 4.2 B&[ 一 1/2,1/2] 中 有 限 个 点 0, Eze, m PEG, 
外 ,z) 是 解析 函数 。 

现 设 z。= 0， 又 设 C; 是 以 e 为 半径 ， 以 zi 为 AH), 
令 充分 小 ， 使 诸 小 圆 C; 互 不 相交 。 以 C 表 图 2 中 所 RAR. 


Cn 


l et 
PE e—i 


($^,9^) = 7 (PG) V C72) + ME PE), YE) dz, 


e><p,p>= 1/4, 
用 |M(4)1 的 估 值 ， 便 得 


($^,9^) = alle vc 2)) + CF CO (2) ,V (D) dz 


oni 
D (M G9 (2) Y Q))dz. 
fet 2ni ©; 
HES, (E), Y- 3)) 是 解析 函数 ， 所 以 
| ($(z) ,V( - 2))dz, 
€; 
设 8g(。) 是 算 子 .x 的 单位 分 解 ， 多 为 预 解 式 , 则 (Stone[1]) 


ICE DEN, -CE 6.70005, 999} 


-FACE G^, 9^) - (8 (a - 0) 9^, 9^)) 


. 1 
= ims C (A, a) 6^, 9^)dA, 
did €Cesb5056) 


(积分 路 线 见 图 3。) 因 为 x 的 说 是 (~ co,1/4) 的 子 集 ， 所 以 


g (1/4)=1, 
选 4,b 使 b>a>0， 并 且 z?,…,z? 中 只 有 一 个 ， 如 29, 属 
于 [ae, (Cj 在 zz 下 的 象 在 C ZA). 
STEM OE (6, 0) BRAD IF, RS HM 计算 )， 


得 
(Gr 0295,97) - Gr (0-0) 64,049) 


-LCE G)65,9) - C8 Ca 00^,99)) 


l 
Fox e; (M (2)9 (2) , V (Z))dz, 


以 上 公式 对 同样 地 选取 的 任 一 对 (a' DORRE. AE RAT TC ~ 
a-0, b/--b- 0， 则 可 见 
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g 0) - g (a) - zal, (M (2) 9 (2) ,V (2))dz, 
j 


所 以 ， 若 MM(z) 在 z1,…,zn 不 是 解析 函数 (上 式 右 边关 0)， 则 2z3 。 
2) ES AO PRM. 

男 一 方面 

(BOA, OW = 5 5[ RCD ET (000, CL 2») 


+ (M(z)®(z),¥(2)) }dz, 


1 . 
CU mE. xxn, 


所 以 ， 对 任 一 6.92€ z«qBp, 
ARPA, ar). y), 
只 有 单 极点 : Zi,***, Zn, 
如 果 c<Rel<e,, B 
(BU, an) 0^, 97) 
= Q2)7 (909,9 C. 1) + (MA P(A), VAD} 
ef Ga (Ce), LEES, 
+ MPG), VAE. 


如 前 面 一 样 ， 取 中 (z) = eo, Wese P, Wi 

(FCM, a)", 9^) 

= (Aye? (5, V) + (MODD, V)) +4 的 整 函 数 。 

Bb, Ziet, Za KE MAMA. 

故 可 得 引 理 ， 

引 理 4.35 MAMEC- ,,4) 4E + zn zs À E RE 
B. | 

余下 只 需 讨 论 MODE A= 0 的 解析 性 质 。 可 以 证 明 以 下 引 
FE: 
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引 理 4.4 A-0R MOD REC , 6, Ay A. 

证 明 分 三 步 。 首 先 ， 利 用 预 解 式 的 积分 公式 证 明 单 位 分 解 在 
零点 左 连续 ， 即 8 (0) = 8 (0- 0)。 由 此 推出 以 下 公式 : Aso 
+ir， 则 有 


M(A) = af (a? + (y - 2?) MCiy)dy 


“sf {(z E À)" + (z t À) 73M (z)dz, 


271 
BF, FE Maafi-Selberg À 式 中 取 4= 4-0 iy, PIR BR PR 
CO 一 0， 便 得 


(ATEC. ,PD,iy), ATEC- , V,iy)) 
= (M^ (iy)M’ Gy) 6, V) 
- Qi !(MG»9,VY) - (M Gy 9,v)), 
其 中 
M’ (2) = 35MGD. 


于 是 便 知 ， 在 有 孔 邻 域 {y: oc |y] Y) (Y 20). E 
M^! Gy M' Gy) - Qi) M Gy) - M1 (069)»0. 
由 此 推出 lim M(iy) 存 在 及 有 正常 数 c,r， 使 得 在 这 个 有 孔 邻 域 
上 有 不 等 式 : 
| IM’ iy ces. 
最 后 一 步 ， 利 用 前 两 步 的 结果 推出 
lim M(o+ir)= M(0) 


存在 。 因 为 M(0) 必 等 于 lim M(ir)， 故 WMO =l. 所 以 存 
1ge0, EREA «e, ReAm0)EMO) RMA) — 
BAR. TAE M CO 在 零点 的 邻 域 上 有 界 ， 即 是 说 ,= 0 EM OD 
的 可 去 奇 点 。 以 上 各 步 的 详细 讨论 从 赂 。 
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BAB D A À 


大 家 都 知道 Fourier 级 数理 论 中 的 Poisson 求 和 À 式 是 一 件 
极 有 威力 的 工具 。 若 我 们 把 实数 R 看 成 交换 拓扑 群 ， 把 整数 2 看 
PURER 的 离散 子 群 ， 则 Fourier 级 数 便 可 看 成 齐 性 空间 Z\R 上 的 
调和 分 析 理论 。 若 C LMR, TRC 的 离散 子 群 ， 使 得 
INC 有 有 限 测度 ， 自 然 会 问 齐 性 空间 ING 上 的 调和 分 析 理 论 中 
的 Poisson 求 和 公式 是 什么 ? 当 G 是 交换 群 ， 八 5 是 紧 拓 扑 空间 
时 ， 我 们 亦 有 类 似 Fourier 级 数论 的 Poisson RAI ZA À. Selberg 
首先 把 Poisson 求 和 公式 推广 到 非 交 换 拓扑 群 上 ,这 就 是 他 在 1950 
年 所 发 现 的 PSL(2,R) 的 迹 公 式 。 我 们 现在 称 这 À À 为 Selberg 
PAK, Tamagawa (EIER) 在 1960 年 发 表 了 任 意 紧 齐 性 空 
fa PNG 的 迹 公式 ，Arthur 于 1980 年 提出 任意 弃 约 代数 群 的 迹 公 
x. 

本 章 采用 Arthur 的 方法 证 明 GL(2) 的 迹 公式 。 


$1 正则 表示 的 积分 核 ， 


设 G 为 局 部 紧 拓 扑 群 ， 全 为 G 的 离散 子 群 , C 的 Haar 测度 在 
ING 上 诱导 出 不 变 测 度 。 假 设 对 此 测度 TNC 的 体积 AR, Ft 
空间 ING 上 的 二 次 可 积 复 值 函数 组 成 Hilbert 空间 LNG), G 
ft ING 上 的 右 平移 作用 定义 出 C 在 L(G) 的 右 正则 表示 RR， 
即 对 oceLurNO, x,yeG, 

(G9) CO = $a». 
车 /是 G 上 有 紧 支 集 的 连续 函数 ， 则 可 EX LONDEBAR 
+ 
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Rf) = | se Ronda, 
AA DE LGONO, RNA 
(ROAD) = [ fanecands. 
上 式 右边 的 积分 可 以 写成 


«< 一 dy = -1 
f x7!y)D(y)dy | 2G ALICE Ur 
i 


K(x,y) = Mov. 


Bi 6 ING 上 的 函数 ， 所 以 立刻 可 得 


(RCÉ 9$) CX) -| K{x,y)D(y)dy, 
rng 


即 是 说 K(x,y) 是 积分 算 子 RODE. 
如 果 PNG 是 紧 齐 性 空间 ， 则 算 子 RO BUE 


race RD [ K (x,x)dx, 
rxe 


但 是 在 一 般 的 情形 下 ， 上 式 的 积分 是 不 一 定 收敛 的 。 
设 f 为 代数 数 域 ，4 为 上 的 Adele 环 。 自 此 以 后 在 本 章 取 @G 
为 GL(2)， 将 在 前 面 讨论 中 的 G 取 为 
Gis (gcGL(2),:|det gl, 71) 
并 取 前 面 的 为 Gr = GL(2);。 则 上 由 G4 在 LCGr\G4) 上 的 右 正 
则 表示 RR 所 定义 的 积分 算 子 RO ER EEK: 


RDE) = | K(x, ydy, 
apat 


其 中 
Kany = Dy foc 


TT 
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是 RODIBE. 


$2 核 的 轨道 分 解 


任 一 7yECr 可 唯一 分 解 为 7= Y Yu m ysy 其中) 是 半音 
BEA. Ky. HS, Ey. UGH. Doria d 
价 类 所 组 成 的 集合 。 每 一 个 oco 只 包含 一 个 由 半 单 元 所 组 成 的 

、 * * EM 、 1 * 
Jue. v Pisepem(( 7L). LNisemmf( ©) 
BR vec,, Si y RS Be NET Gr GG, WR 为 椭圆 元 . 
48 [R1 7c 89 He GE RU ICE P. fo 为 椭圆 元 类 ， 若 o 包含 一 个 椭 癌 
Je. We CG) 记 由 椭 贺 类 所 组 成 的 集合 。 若 oc e Ne LG), 则 0o 决 


定 一 个 半 单元 Y=(” 3), 其中 ,BeF， 


用 以 下 图 表 引 入 一 些 记 号 ， 例 如 ， 当 P 是 GG 时, 4p 是 G 的 中 
DZ. 我们 又 常 把 Mr 简写 为 M， 六 p 简 记 为 六 。 


P G B 
Ap Z A 
Mp ~a | A 
N, 1 N 


定义 2.1 št oE C, 设 
Kao x, y) = SIC. 


yee 


Kg.) = >) | fGctyny)dn, 


reap ns NA 


Kp(x,y) = D Kz, (2,9). 
scr 
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ni 
KG = Sf foctmpin, 


Y€My 
4 Rp A GATE LNM NGA) 上 的 右 正 则 表示 . W Kex, y) 
是 积分 算 子 RCD. EE Ro, Ko 分 别 是 8 1 中 的 R,K。 
几何 引 理 LD PP 等 记 集 {G,B} 的 任 一 元 ， 以 Atia CM, 
DP, Ap DW MRR. 
Q) E P,CP,, lil 
L 1ydimCAp/Ap ) 一 l, 车 PEP, 
"P p to “| EP = P,。 


(2) ATICO, + co) 的 特征 国 数 。 若 PSP, WS 


1, 车 P=P;， 
tT? =the -| 
1 u, PP, 
of = op3 = (7 1029 p.74 p cit, 
(Ps :P3272) 
W 
tits ei, 
{P3:P32P} 
G) OANA, RFR TM <0, ER 
G,=P,6?(T,,0) 


XHE— PE, Hep 
SP(To,w) ={pak:ipew, ac as, kek, 
= ac A; RTA T<a(a)}, 
对 了 >0， 设 
G'OS T,0) = {xe ef (Do): Maca, MH aCOST), 
FP“ TIA GPT, T, 0E AP, oN p Mp, NGA 的 象 的 特征 
ES. 
a, 0 
XP x =nak # x fy lwasawa 分 解 ， 其 中 a=( o a ) Wii 


2 
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[4601 = laaz! jae 对 国定 的 P 及 了 >0， fE—- xEG,, LAP SR 


成 立 ， 
3r, Trp da] - T) =1, 
{P\EBCPyCP) SEP ,, NP 


这 几何 引 理 的 证 明 不 难 ， 我 们 从 略 。 


下 面 将 sto, T fia sto. T). 
设 rec=1，rg=ra=r=(0,+co) 的 特征 函数 。 我 们 给 出 如 


下 
定义 2.2 对 了 >0， 令 


k*(x.f)- ne ydimt4 p^ 21 


SD K..x,0x)15C]a(0x) | - T), 
$€Pp 0, 


显然 在 这 里 ， 我 们 有 
kicx,f) = Kg, o(X,xX) 


X 


K a, a (ôx, Ox) (lax) - T», 


SEB, Op 
本 节 的 目的 是 证 明 以 下 定理 。 
定理 2.1 对 任 一 充分 大 的 了 ， 有 
[sic Dldr<oo, 
vee ,JOPpNOA 


证 ”应 用 几何 引 理 (3) 中 的 等 式 , 我 们 可 以 直接 算出 
kt, D 
- > > Cm Lydia Ko,, a(x, bx) tpClacdx) | — T) 


P SEPp\Op 
FEËx,T)rE,(la(ôx)| - T) 


x 
(P,'BCPycP) SEP), NPF 


2 


Pa» PS ACH CP) BEP,, NGP 
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{€ _ 1)dimr 4572) S (x,T) 


x 11 (Ja(àx)| - T)K,, (ôx, ôx)} 


= > 5 (C- Dédimpz2) TUE», T) 
(Pas Pe Pa HPQCPCP,) 4€P;, AY" 


xciCla(óx)| - T) K,,,.(0x,0x)), 


所 以 
5 | |k (x, fyldx 
oes 1 
Nr 
< > MN Í [F Doi daD- T) 
{P Pg: P,=P oy ogg > o! 
ls F A 


> ( — j)dim A p7 2) 


(P:P,cPcPy,) 


x Ss} FC ynx)dn | lax, 


vem, net NA 
RH (P,,P,:PICP,HE((B,B)(BCG), (G,G)}, H%a$=0. 
FH OG =1, LA COD iB SCT, T v) fg Z2GA\G, fy &, GCT) 
JUR. Sil 
D | mela 


TS 1 
G5 NGÀ 


<>) Í | Ko, (x, 30 |dx 
$c. Jem 


:5 f (4*6; Detdacol -T 
"cs pp\gl 


>) foy» 


yc<OPn" 


x 


fCx7'ynx)dn 


Jax, 


在 GCT) 上 的 积分 是 有 限 的 ， 对 第 二 项 我 们 先 考 虑 绝对 值 号 
174 


"eApfi J.. 


内 的 差 。 
把 xEG2 写成 


x=nmak, 
其 中 mnENa， mE AS, ae A101, KEK, fH Mlaca)|>T, 
由 约 化 理论 知 ， 存 在 与 了 无 关 的 紧 集 Q.ZN,AT, Gi 
ja(a)|>T = > a^nmac Q. 
emo. Sef meonou T)+#0, M 


A ocwa- x j f(x ynx)dn 
yee Y€Ayn 

= M» fGy) 

yeBp ne 


- > | f(x ynx)dn, 


reApn 
假设 这 并 不 正确 ， 则 3y€ Bs\Gs， 使 得 
Of (k^ la" m^!n^!ynmak) 
= f (k^! (a 1mna) !a^!ya(a^!mna)k), 
因为 /是 有 紧 支 集 的 函数 ,所 以 存在 紧 集 0 三 Ci ,使 得 o-tyaE0:. 
用 Gy 的 Brohat 分 解 : Gr =BrU BowN,. (这 不 难 证 明 ， 事 实 上 蓝 
c+0, 则 


b -acd -id 
G rS OG GM) 
mare ( j) c Ras (^ E 


4 7 =( nade . ). 


(8—J3; ifi a^'yac 0 二 lala)c| 有 界 ， 另 一 方面 ， 只 要 7 了 充分 大 ， 
从 ja(a?c|>Tc， 便 得 矛盾 。 
RH Beflo=(Apf\o) Ny, 所 以 


> fotyx) - > ae fet mad 


YcB,no YEARN 
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= > ( Dy fem yvx) - | fea¥ynsyan), 


y€a4pno PEN, 
利用 从 NN 的 李 代 数 n BIN B RH ein +N: Xtoexp X, (HR 
5 (> fct ve(£)x) - f MCE jax, 


YEApNo 《cn 


固定 一 个 A/F 上 不 等 于 1 的 西 特征 标 y， 可 以 定义 Fourier 变 
in, $-—, 


«(D - f. Ó(X)y(cX,t»)àX, 
应 用 Poisson 求 和 公式 ， 便 得 
5 (Xi f, OX, aX 
veapne Ra 


gen, 


- |, fere Qoi ) 


> | f G7 ye QO YX ,£2)4X ), 
"A 


= > ( 
YeApn» ger, 
其 中 mr =nr-{0}。 所 以 


M | [ara Doga] -T> 


ccs 1 
BRNO 


x 


Z seo- >) Í, f(x ynx)dn 


yegyne YeA,ne 


js 


« f [ 5*6, mogdaco1-77 


1 
Bp 0} 


x € E |f, fecvecoov«x, coax |a. 
YEAR (ten, "A 
Hf x-nmek, Kipke K, ae ALG], ne N'NNA,meAf,NAL, 
相对 的 dx = |a(a)|~'dndmdadk, ym a'na 分 别 取 值 FR 
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集 ， 所 以 有 紧 集 CG, EAEE BAC 的 积分 不 大 于 常数 
乘 以 下 式 
S sup f {lace liog 0) - T) 


Y€A, ana! 


x 2 


gen, 


f fCG!a^yeCX)ay)y (CX , o>) d X Ln 


- M sup fosca] - 

Alna} 
x Y J.. f G7 ve QO IHC, Ad G)E24X | bea 
gent 

(其 中 我 们 令 ayel Xay = y! y Ad(a7DeCX)y,. Fa VEBRZC 
X--Ad(a)X), [R25 fd x4, Som veCOR T. Ciis E s. 
所 以 v 为 一 离散 紧 集 的 元 ， 即 是 说 ， >) 是 一 个 有 限 和 。 


VE Ag 


我 们 把 ns 上 的 积分 看 成 一 个 Schwartz-Bruhat ER 3 AY Fou- 

vier 变换 ， 
Cf fr 've(X VEX, AdCO4X, 

而 Schwartz-Bruhat 函数 在 Ay 上 的 部 分 是 一 个 带 紧 支 集 的 局 部 
WERS, KE n4 守 及 = 了 x Ap 上 的 积分 可 以 化 为 有 限 个 在 
ns ERDA., KEES n, IN, ER 
sp f fogda- 

anal 


x M f für veQO y)v«X,Ad(a)yt»)àX | jas 
é 


<#gfodwl-D( D Maor Jia. 
ges! 


Qt, 


现在 让 我 们 比较 详细 地 看 看 以 上 的 估计 。 
177 


第 一 ,在 og laca) | - T0 的 条 件 下 ,Schwartz-Bruhat 函 数 
Xf Ye QO3)WGX, Aa) 在 mA, 上 只 取 有 限 个 不 同 值 ， 
KAE ny 的 一 个 紧 开 子 群 移动 下 不 变 。 于 是 积分 


f fey veCX)yy(cX, Adcayt»)dX 


STO, PRES 属于 nr 内 的 一 个 格 nyv ye 
第 二 ,Schwartz-Bruhat 函数 的 Fourier 变换 是 Schwartz-Bru- 


hat 函数 。 据 定义 ,在 Fa 上 的 Schwartz-Bruhat 函数 是 急 减 函 数 ， 
即 对 任意 n， 有 估 什 


sup] fa veQO Dn YX Ad a EY dX 
ren), 


BRI AdCaye|-*, 
连同 以 上 第 一 点 便 知 ， 对 任 一 n， 存 在 六， 使 得 


supaga | - T). D |. fe veco» 
yceo feat, na 


x W(X, Ad(a)e>) dX | 


< 常数 og(la(oO1-D( D tx). 
TID 
Ge p) 

第 三 ， 容 易 估 计 

o$(da(a)|] -D SY Mdk 


gen 
(nor) 


deEF 
< 常数 gda -Dla (SIT). 
xz 


对 足够 大 ,上 式 内 级 数 收敛 . 故 只 需 考虑 在 ANGA 上 的 积分 。 
这 个 积分 显然 不 大 于 常数 乘 以 下 式 


e degr 
(f età i) 。 
T 
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全 定理 证 毕 。| 
事实 上 我 们 证 明了 
D | nte pias 


ed apna} 
= d ~a T 
E fy Kee] x * O(e7* Ty, 
从 定理 2.1 立 刻 可 知 KG, NE GAC} 上 可 积 。 
定义 2.3 JIG) = | KT (x, fax. 


8,NGl 
"oe GG) Ki, oF A, HMR, d Ks, -0. TAMA 
与 了 无 关 ， 并 且 


L= | Kdr, 
GpNGÀ 
事实 是 每 个 o€ CCOE MC2, 了 f) 中 的 一 个 下 的 二 次 扩张 的 非 零 
元 ，0 的 每 一 个 元 都 是 半 单 元 。 设 YE0。 以 G07) 记 Y 在 G 的 中 
AMET. yii 


$foch)- D, fe)6y6». 


LE LU $€9( Y) p\NO p 


所 以 
4,0) = vol(G Go ACAN GOA) 


x Í f Cx-1yx) dx, 


la 1 
Ga Gy ,NG, 


上 式 右边 的 积分 是 一 个 轨道 积分 ， 


$3 核 的 表示 分 解 


令 
LAG NOD = {oe L(G AG}: f (nx) dn = oseca}. 


LAN 
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可 证 明 存 在 右 正则 表示 尽 的 直 和 分 解 Lula = CD LL. 


1ex(o) 
i u,v AX FNA! AU PERRIER, A IU v) Re RE LP A IER 
连续 函数 0 NA NGC 所 组 成 的 空间 : 
(1) $ ZAKAR. 
(2) HARE F'NA* 写成 (F"\41) x F2, IERM XE GA, 
a,bc A, uve F2, 有 


«(C s. )) cov) CUD), 


(3) i= f f |ġ(ak) |?dadk<oo, 
K ay\a} 
以 多 Qi, v) aar? , vof SE IESE 
Xpx€Gi, JEZ u,v), scC,Resz 1/2, Æ X Eisenstein 
级 数 
E(x,0,- >) $ (Sx) la] (x) "À, 


8€BpNO, 


xv ll(。 LE 


6^ (9) = E(9,0,5)d|s], 
27 Ress, 


5 a FX sy, Re so> i 设 


则 $B^EL2CGp\G4)。 设 X={C4,v) ,Cv,h)}。 由 这 样 的 x 所 组 成 
的 集 记 为 六 XX(G)。 以 Ly iadi(6^:0 € ae (i) x (vw) Bt 
生成 的 上 (GA\G4) 的 团子 空间 ， 则 

Lul AGD t= @ Lr 


xex«x(a 
xh 
D (GG) = (BL. 
rex 
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由 此 G2 MARTE R RD ERE LIRE à 


Ko, = D Ka 1,9) 


xex 
EL Rp it GA 在 LICN4。AF\G4) 上 的 右 正则 表示 。 以 Ks (Cx,y) 
记 积 分 算 子 DDK, FEAR 
L? (N,Ar\G}) = e L,, 1» 
XexMx(a) 
Hep, Hx-2(0,v»,O,15) N] Ds, zx 是 由 am (n, v) U æ°(v,u) 
所 生成 的 闲 子 空间 。 相 应 于 此 分 解 ，Ks 亦 可 分 解 为 


Ks (x,¥) = SK; x (x,y), 


REX 
Spe x€x G5, RTH Ky, y 70, 

我 们 继续 用 上 一 节 的 符号 ， 例 如 我 们 仍然 用 P,P. Pi KRG 
或 B， 除 此 还 以 9 记 G2 的 李 代 数 . 通用 包 络 代数 (o QC ) 
的 元 X 可 以 看 作 左 不 变 微 分 算 子 R(X)。 如 果 我 们 要 表示 对 变 元 
“ 求 导 ， 我 们 则 用 符号 R,(X)。 我 们 还 假设 积分 核 Ke 是 用 光滑 
函数 / 定义 的 。 利 用 Eisenstein 级 数 的 理论 可 以 证 明 以 下 引 理 。 

3 引 理 5.1 

a) 对 YE (91@C) 存 在 常数 No,c， 使 得 

SIRO Ko, re, elroy] 
(2) RE YEA(91:@C) RNS, WH EB EN e, (E 
得 
SIR OK, Ox 1 
EP Gp xeq 
<e |xp** Il" 
x sup (> |RyY) Ko, Qi, y? | dui”). 
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如 上 章 ， 我 们 引 人 截 算 子 。 对 T>0 及 PAGi 上 的 连续 函数 
4g， 我 们 设 


(AT! P 中 )《x) = 5 (— 1)dimu p 74 


{pj BcP,cPI 


x > | $(nóx)d n 
Seri PNPF MP PS pe A 
xz ([a(9x) | - T). 
WAAUCOREXnES2A B 
aropa- Dd) | sosodn 


$€BpNO, | 
FNF NEA 


xt,(jacéx)|-T). 
同时 亦 易 见 


AT! 8 由 (x) = | $ (nx)d n, 
Np NA 
引 理 3.2 如果 T>0 及 由 是 PrFNGA 上 的 连续 函数 ， 则 
AT Pig (6x) 1h, Co 920 [7 T) 


1P1:BcPicPl SEPy, p\Pp 


= | $(nx)dn, | 


Ne NN, 


以 下 引 理 是 一 个 有 用 的 估 值 工具 。 
3173.3 GEG) 内 的 Siegel 集 。 对 任意 正 数 N AIN, 


及 C, HOHE RAF Ko WUE C) rita 


以 下 条 件 的 有 限 集 {X,j)， 设 有 测度 空间 (S,do) 及 可 测 函数 ， 
$:8— C7 (Ge\GA/ KO), 


则 以 下 估计 对 任意 x€ES 成 立 
f row, ldo 
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<>) sup (| RAD 6,0 odyl zl 


i WEG, 
证 明 从 略 。 
定义 5.1 对 了 T>0 和 CI 上 有 紧 支 集 的 光滑 函数 上 ， 设 
ki (x, f) ko, r(x, xX) 
- Sj Ker, ðr dads- T. 


s ERp\Op 
十 式 右边 亦 可 写 为 
S pemuazn > K y, x (Ox, x) rC]aCx5] ^ T). 
P 


868p p 
我 们 先 证 明 几 个 引 理 ， 
引 理 3.4 ”我 们 用 Az oia d RT A’ 对 跟着 的 函数 的 第 
二 个 变量 的 作用 。 则 
kT(x,f) = ATF Kg, p(x, x) 
+ D rda) -THATE Kg, ,Qx,0x) 
SER NG, 
— AT* BK pa ,(dx,5x)}, 
证 上 式 右边 可 以 写成 
o?(H(ôx) - D) 
{Pye Pat PoCPiCPo) SEP), p\Op 
xÍ > (~ 1)dm sp 72} 
(PIP ,CPCP 9} 


xAPhK, ACT x]. 


因为 
oH)= Mj (= 194842, Arti CHa), 
{P3 :P3272) 
所 以 便 得 
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(- 1)dim(4 p, 7 4p Pr (H (6x) -T) 
P,CPCP,CP,)] SEP), p NOR 


x T3(H (0x) -T)(- 1)dimt4p/ 2) AT. PiK, 1 (0x,0x). 
因为 
1, # Pi =P,, 


> ( - Damas =f 


{P:P,CPCP 9) 0, € PyuEPS, 
Bi > =0, BRIE P =P. A 
P, 
> C= D872 Sr CH (Sx) -T) 
IPs Pi PGCP CP} OEP, g\Gp 


x Ti CH (6x) -T)A? "iK, x (Ox 0x), 
因为 
AT* 1b (0x) r^ (H (0x) — T) 


{P,!P9CP, cP) SEP.) pNPp 


= | $ (x)dn, 


NpMNA 


> ( - 1)dim 472) > t p(H (0x) - T) 
{Pi P,P) TIENE 
x | Kp, (ôx, néx)dn, 


WP、NA 


因为 对 nEN。, Kp, x, nx) = K,, Cx, dx) 


| dn=1, 

NpNNA 

故 得 
SCH pain S) Kp, (ôx, öx (Hx) - T). 
(p) EP NO, 


RE KE. | 
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对 PICP:， 设 
D(P,,P) «(y € P,, NP, pi Pi CPSP, yc P, NP). 


引 理 3.5 ”以 下 等 式 成 立 ， 
kTCx,f)= A OKo, rx,x)+ S r(acix)| - T) 


4$€BEMOrp 
T. B ô 
X > AT Kp, x (9x bx), 
I#YECBENGE 


证 ik P;CPCP,, REM 
K, (x,y) = 5 [ fx-'iyny)dn, 
A 


YEMp 
把 上 式 中 M, 的 和 拆 开 为 对 Ni, r Mi p 及 Pi, NP, 求 和 ， 则 
| | K,G,nDdns Sl AGE, De 


] YEP MP 
Ni, FN, A 1. F F 


利用 几何 引 理 (§2)， 便 得 
Cana | Ku Gunpdn 


‘P: P,CPCP,) 
1 2 Ni, PSN, À 


= Sy Ke Ox, y). 


YEr (Py. Po) 


如 果 BCP,CP,, Wu N,,N,,, 所 以 


AT. P, f K,(x,ny)dnz AT! Koc. 
Mise asa 
因为 
(- Dim p ap) = — [)dimapzZ ( — ])dim A pe), 
所 以 


D C- D dim pA DATPAK,, (x,y) 


IP: PQCPCP$) 


= (= [dime 72) D At Pike, x CYX, y). 
yer (Pis Pal 
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现在 应 用 引 理 3 .4 即 知 KT e, f) FE 
D, ci(laCiz)| -7) 


1P1， Py: BcPlcP2) SEP), Fr op 


x{ C= pamana 5 AF PiK»,, (sy). | 


YEP (Po Po) 


3385.6 MRT HSK, Wu 
5 IRC 


15x ç,\al 
证 由 于 引 理 3.5， 我 们 需要 对 
5 SAP ES Ox) 
x y 


作出 估计 .《〈 可 以 证 明 任意 固定 的 x,y, PETO, PA ARF 
Bl’, ERT 5xxX, RN vel (P,P. 时 ， Kp, x (YX,9) 
= 0， 除 非 YE T^. DS P, = 时 我 们 取 Q=1 和 6G6=CA 的 Siegel 
KR, (EF 6,5-G.. 当 P= 8 时 我 们 取 0 为 Na 的 紧 子 集 ， 使 
ft N,O-N,, 取 6 为 4 的 子 集 使 得 4rS = AL. 在 以 下 的 
计算 中 nE0, mcenB,, a€ (Ap LMG, kEK, 

vem} 23 (M p,)à 的 李 代 数 。 对 任意 正 整 数 N 和 Ni1， 应 用 
引 理 3.3， 我 们 TARH A(mi@C) 的 有 限 子 集 { 关 ,}， 使 得 对 M 
EG; 

SAT: ^K, rnmak, mak) | 


?ET (Pj Po) XEX 


<> up (> DRX) 


weary) | 
x K,,  Gnmak uak)» |u] ^)» |o, 
可 以 在 2E OCC IR PCR RT RY RK bis Ream ou, ER 
Ad (ak)7!X ; =Ad(k)"'X, = $10, OY ;. 
J 
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于 是 在 上 不 等 式 中 的 微分 可 作 变 换 ur>u(ak)"!。 然 后 利用 引 理 
3.1 作 估 值 ， 存在 常数 Ci, No, Na E 


SUR DIE ps x VX, 9) | 


iver (Pie Py) XER 
«o jelre jyh. 
所 以 只 要 取 N, 充分 大 便 得 常数 ce;,N, [Bf 
> JAT Pik p, x Conmak , mak) | 
VEP(P +P.) KEE 
Kelmi fale | mi". 
这 是 第 一 个 估计 
利用 引 理 3.5， 我 们 知道 
D | mene 
ANT 
RAF 
$) dwl- 
1 XES Fer (Pye Py) 

Pi, NG, 
x JAP iK o, aO, x)0]dx. 
ER Py, ACI ER TUE HAT ERE 

e?r r oC alol- T) 


x $1 DIAL "iK, z Onmak , mak) | 
£ , 


IP, Pg! BCP cP gl 


(其 中 pg 20,05 72/2) * nc Q,mcefnB,.ae CASDE Ga k 
EK 等 变 元 的 积分 。 利 用 前 面 的 第 一 个 估 计 便 知 有 常数 Ca, Nas 
使 得 在 P, GX 上 的 积分 不 大 于 


«| | m]Ns7*1d m, 
由 于 NN 是 任意 的 ， 故 只 需 取 N HN, 便 知 此 积分 有 限 ， 于 是 定 
mire. | 
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从 以 上 定理 可 知 kz (x, DIR. 


定 X3.2 H- | kre Aer, 
Gy val 
引 理 5.7 如 果 工 充分 大 ， 则 
Jf) = Í ALK g(x,x)dx, 
apal 
证 从 引 理 3.5 可 见 只 需 证 明 下 式 等 于 0 ， 
Í r(eQO]- T) D APP Kg, Qx dx, 
1 14Y6Bp Ug 
BpNal 
用 Bruhat 分 解 Cr =BrUBpuNp, 18 
| t(|acx)| - T) > ATK p, y (wyx ,x)dx, 
1 YEN p 
BNG} 


MvENe, jawol = laco], Mee 


| t(JaG | - T)AT9K p (wx, x) dx, 


1 
BpNGl 


KgQux,x) = > | fCGQox) “"ynx)dn, 
A 


而 f 有 紧 支 集 。 即 存在 由 f 决定 的 常数 ， 使 得 KpCwx,x) = 0， 
除非 

JaCQox) 7 !ynx) | el, 
因为 7yE Ap= |aCv?| =1Cproduct formula), ne N47» |a(n)]| 71. 
故 有 常数 c ， 使 得 Kas(wx,x) 20, BRIE 

[aCx)| - [aCwx) | & e. 
但 tClalx)| -7T)=0， 除 非 le(x)|>7 了 。 所 以 当 了 充分 大 时 ， 便 
5 jac) | - laQex) | eo 08, HA Ko: Qox x) =0。 故 所 算 的 
积分 应 等 于 0 。 | 
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$4 xk ^ X 
我 们 把 积分 算 子 RC) 的 核 KCx,y) 用 两 种 不 同 的 方法 分 解 、 
于 是 
IK, = KD = SIEG. 


为 了 保证 可 积 性 ， 我 们 对 积分 核 左 右 两 边 作 同 样 的 修改 ， 于 是 
DRG, D = XkiG,f. 


由 定理 2.1 及 3 .6 保证 了 收敛 性 ， 故 得 以 下 定理 ; 
定理 4.1( 迹 公式 ) MUI = SIM. 


ce XEX 
我 们 以 Reuep 记 CI 在 尖 形 式 空间 2 (ONG 1 Ez E NU e 
示 。 对 光滑 函数 /Ross( 力 是 迹 类 算 子 。 而 由 定理 4.1 得 Rossy(J 
的 迹 是 
traceRowap D = DD- >) JIC). 
Eg 


EX(0) 


m i 


在 这 里 我 们 将 讨论 前 面 各 章 的 一 些 定理 在 肇 约 群情 形 时 的 结 
果 。 我 们 的 重点 在 介绍 近年 来 的 部 分 文献 。 

Artin, Tate[1], Heilbronn, Weil[1], Deligne[3] i14 YE LER 
HAN. 

X-FGL(2)ffHeckes f n] Xi Jacquet-Langlands ,Gelbart[1]; 
GL(3)fjHeckegü ie n] É Jacquet-Shalika[ 1], Jacquet, Piatetski- 
Shapiro, Shalika[1]; 关于 GL(n) 的 理论 可 看 Godement-Jacquet. 

Langlands[7] 首 先 提出 一 系列 关于 自 守 形式 的 上 函数 的 销 
1B. Godement[2]; Borel[3](Il, 374—398, 562—596), Gelb- 
art[3]] 均 是 综述 Langlands 计 划 的 好 文章 。Langlands 关 于 Artin 猜 
想 的 工作 可 看 Gelbart[2]。 关 于 Tate 猜 想 可 看 Tate[2];Langlands- 
Hardor-Rapoport; Lai!3]; Klingenberg; Stuhler, Lai[1]iX #4 
加 曲线 的 Weil 猜 想 。Deligne[1],[2] 证 明 Ramanujan 猜 想 、 


Harish-Chandra[3] (Il, 649—666, IV, 21—43), Varad- 
arajan[1] 和 Wallach, Schmid[2] 是 几 篇 介绍 半 单 实 李 群 的 无 限 
维 表示 理论 的 综述 性 文章 ， 目 前 这 方面 最 好 的 教科 书 是 Knapp 和 
Vogan。Knapp 是 从 解析 理论 的 角度 来 处 理 李 群 调和 分 析 。Vogan 
则 讨论 代数 方法 ， 如 第 一 章 中 的 (9,K) 模 理论 ， 实 李 群 的 表示 分 
类 由 Langlands[9] 解 决 。 与 这 问题 有 关 的 “ 工 不 可 分 别 ” 理 论 可 
看 Shelstad, 
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— 


一 一 


Cartier[1], 28838 p ut B 约 群 的 无 限 维 表示 理论 近年 来 的 
进展 ， 关 于 典型 群 的 p 进 表示 理论 可 看 Bruhat[1],[2],[3]， Ma- 
utner[1],[2]; Shalika, Tanaka, Silberger[1],[2]; Shintani, 
p 进 G6LC2) 的 表示 的 结构 由 Bernshtein-Zelevinskii[1],[2],[3.]; 
Howe[1];Carayol 详 细 提 出 ,Silberger[3] 证 明了 pnp 进 群 的 Langlands 
商定 理 。Macdonald， Satake; Harish-Chandra[2]; Jacquet(6]; 
Silberger[4] 详 细 的 介绍 p 进 群 的 无 限 维 表 示 理 论 。 Harish-Cha- 
ndra 关于 p 进 群 表示 的 工作 是 在 Harish-Chandra[ 3]CIV ,356— 
446), EF p 进 群 的 无 限 维 表示 与 Calois 群 的 表示 的 对 应 ( 即 所 谓 
“局 部 Langlands 猜想 ”) 的 工作 可 参看 Tunnell; Kutzko[ 2]; 
Kutzko-Moy; Koch[2]; Henniart, 


— 
一 一 


KG 为 代数 群 ，C 定义 在 代数 数 域 上， 有 4 为 的 Adele 环 ， 
H AG ,的 Hecke (ER, w 为 Gs。 上 的 自 守 形式 空间 ， 我 们 称 多 的 
一 个 不 可 约 表示 z 为 自 守 表示 ， 如 果 7 等 价 于 居 的 一 个 在 .x 上 的 
表示 的 子 商 。 我 们 说 连续 G4 模 V 为 自 守 模 ， 如 果 V 内 的 可 容许 向 
量 所 生成 的 子 空间 定义 出 P 的 自 守 表示 。 关 于 自 守 表示 的 讨论 可 
看 Borel[3](M, 548—561), Langlands[7], [12], [13]. 

FERMER, Ad FügAdeless, y Æ FANA” 的 西 特征 标 ， 
G=GL(2)/F, ZG HH, RCAC ERS TRS BRO 
足以 下 条 件 ， 

(1) DCI) =YP), z€Z,, GEGas 


(2) [695 |*dg« ec, 


24984504 
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由 以 上 函数 所 生成 的 Hilbert 空间 记 为 L(GF\G4 4). GA TEI 
空间 上 的 右 平 移 表 示 记 为 R*。 以 KR 记 G4 ELGG AG MAEM 
表示 。 则 
eo 
R- Í R'dy, 


(FYNA”)* 
R'z (Qr Je rtas, 
其 中 积分 是 有 连续 参数 的 一 组 表示 {n°} 的 直 积 分 CL. Dixmier 
[1]), mi Hilbert EMP He DG ANC rm Po CR RER 
生成 ,以 上 的 分 解 在 SL(2 , RYE Rf Langlands(3 ]; Godement( 3]; 


Lang, Kubota, D RHG R* 限 制 在 尖 形 式 上 的 表示 。 则 可 证 明 所 
谓 “ 重 数 1 ” 定理， 任意 不 可 约 表示 只 在 R! 出 现 一 次 ( 见 Gelbart 


[1])。 另 外 又 有 所 谓 “ 强 重 数 1 EM, dni n - 9n. Run = 


全 一 均 在 R8 中 出 现 ， 并 且 对 有 限 个 赋值 w,rv 与 款 等 从 ， 则 与 
n’ Æt (M Miyake; Casselman[7] GL(n)Hf W, Jacquet-Shalika 
[3], ) 


四 


Gauss 的 算术 教科 书 开始 了 二 元 二 次 形 的 约 化 理论 。 现代 人 
研究 这 个 理论 是 由 Siegel( 亚 ，275 一 327) 开 始 。 最 一 般 的 结果 在 
Harish-Chandra[3]( 亚 ，127 一 177)。 两 本 教科 书 是 Borel[2]; 
Humphreys, Platonov 是 一 篇 综述 性 论文 。 

关于 Adele 群 可 看 Weil[4]; Borel[ 3]€11,305—330). 

Borel[3](Il, 638—696, Il, 548—561)it 论 一 般 的 自 守 形 
式 的 理论 ， 是 一 个 很 好 的 导论 。 关 于 自 守 形式 的 有 理性 问题 可 看 
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Harris 及 Garret 两 人 的 工作 。 
自 守 形式 的 教科 书 有 O08gg; Schoereberg; Baily;Shimura[1]; 
Freitag, Christian[ 7]; Gelfand-Graev-Pyatetskii-Shapiro, 


五 


Weil[5] 介 绍 Eisenstein 级 数 与 Eisenstein 的 工作 。 现 在 的 单 变 
量 Eisenstein 级 数理 论 是 Selberg 在 五 十 年 代 所 发 展 的 。 但 他 一 直 
没有 发 表 。Kubota 就 是 谈 Selberg 这 些 关 于 SL(2,R) 的 Eisenstein 
级 数 的 结果 。 如 果 半 单 代数 群 G 的 秩 是 1 ， 则 Ga 的 Eisenstein 3 
数 还 是 单 恋 量 ，Harish-Chandra[1] 和 Langlands[2] 都 讨论 这 些 级 
数 。Langlands[2] 在 第 七 章 中 提出 了 Eisenstein system 的 理论 ， 
以 解决 弃 约 实 李 群 的 多 变量 Eisenstein 级 数 的 解析 延 拓 与 函数 方 
程 的 问题 。 在 Langlands[2] 的 附录 开 中 他 简 述 了 Adele 群 的 Pisen- 
stein 级 数 的 理论 。 但 是 , 到 目前 还 是 没有 文献 详细 介绍 代数 数 域 
的 Adele 群 的 Eisenstein 级 数理 论 。Shimura 和 他 的 学 生 们 近年 来 详 
细 地 研究 典型 群 的 Eisenstein 级 数 ， 尤 其 讨论 Eisenstein 级 数 在 特 
殊 点 的 值 或 在 特殊 极点 的 残 数 是 否 是 代数 数 。 


六 
在 1956 年 Selberg[1] 发 表 了 以 下 的 现在 称 为 Sclberg 迹 公式 
0 
(没有 发 表 证 明 )， 称 PSL(2，R) 的 元 ? 为 双 曲 元 ， 若 与 (。 ， ) 共 


Hi, p>1, BeAvAiER, HERON {7}. BT A PSL, RDN 
离散 子 群 ， 称 双 曲 元 YE 了 为 本 原 双 则 元 ， 若 不 存在 Y1E 了 使/ = 


b 
yt, mL], 把 ( 。 4 )=YET 了 看 作 上 半 平 面 b= {z=x+iy:y>0} 
的 M6bius 变 换 , 即 yz = 各 +4， 对 这 个 作用 取 基 本 集 2， 即 b= 
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To. BA: Oo GARRSEs C 了 在 5 中 无 固定 点 ， 则 对 适 
当 的 复 变 函数 4，Selberg 迹 公 式 便 是 ， 


yop = ED [7,57 7 par 


2x -x e** pe-?* 


= logN{y} 
2) 2 (amp ey 


(y) k=l 


x glogN (y), 
其 中 +; 是 由 多 上 的 Laplace 算 子 的 特征 根 决 定 , 即 
(9. & 1  ， 
(sta) P=- (s+) 
ADDED HR, D ENSEN MESE dU, xu c REX 
{7} 


g(u) 2a | e heir. 


WER, dE pun de Laplace T- 89 ART Ma 
近 分 布 ， 而 右边 决定 PAM db Jt Se ER MILD t. 
模仿 解析 数论 中 的 黎 曼 5 国 数 ，Selberg 定 义 以 下 的 zeta PAR: 


Zr(G) = 于 [G-CX{7) )., 


利用 它 的 迹 公 式 ，Selberg 证 H 了 这 个 函数 的 基本 性 质 ， 例 如 : 

(OD Zr(s) 满 足以 下 国 数 方程 

Zn(s) exp Aca) | ouanrodoj2ra — 5), 
(2) Zr OR ABC IE WRBS. 
og gp 

假如 4(9)<oo， 而 2 是 非 紧 的 。 则 算 子 (s + aye AE 
ie. Fil Eisenstein A Mie, Selberg H TEAR. 如 果 人 只 
有 一 个 尖 点 ，T 在 9 中 没有 固定 点 ， 则 迹 公 式 是 
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A Jg +œ xr e7*? 
Dah) = c2) emp gate h(n) dr 


logN{7} 
2D Swen NG 


[yr k= 


x g(klogN (y)) ) 


4 als +ir yr 


- i Fra +ir)dr 


-2:O1g2 (1-9 (7))ico. 
其 中 


利用 上 述 迹 公式 Selberg[1] 又 算出 Hecke 算 子 的 迹 。( 关 于 Hecke 算 
子 的 迹 的 计算 可 参看 Eichler; Ponomarev; Oesterlé,; Shimizu, 
Shimura, ) 

以 上 的 Selberg 迹 公式 的 详细 讨论 在 Hejhal 可 以 找到 、 但 这 部 
书 的 篇 幅 太 大 ， 不 适宜 作 教科 书 。 近 年 来 有 好 些 在 解析 数论 的 工 
作 都 用 上 了 Selberg 迹 公式 ， 比 如 Iwaniee 的 工作 ， 

Selberg 迹 公式 与 一 对 群 (G MERG pr EG 的 离散 子 群 ). 
Selberg 所 讨论 的 是 G =P 了 SL(2,R) 的 情形 。 现 在 假设 G 是 交换 局 
WRM, TECHART ERC 是 紧 齐 性 空间 。 可 在 
C 上 取 Haar 测 府 ， 便 得 G/T 的 体积 是 1。 以 G it G 的 对 偶 群 (9 的 
元 是 6 的 连续 西 特征 标 )， 取 广 = {woE6Q:wolr =1}。 则 广 是 G 的 离 
散 子 群 ， 而 且 G/ 广 是 紧 齐 性 空间 。 设 是 G 上 连续 可 积 函 数 ，f 
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的 Fourier 变换 是 
fo» =Í f 7 !)e(x)dx, 
a 


对 适当 的 函数 /， 以 下 的 Poisson 求 和 公式 成 立 
»EIOLEPMION 


GET y rer 

容易 看 出 ， 这 个 数论 中 强 有 力 的 工具 是 Selberg 迹 公式 的 特殊 情 
形 。 事 实 上 我 们 不 必 假 设 G 是 交换 群 。Tamagawa 证 明了 以 下 的 
Selberg WAA: KI HER 局 部 紧 拓扑 群 @ 的 离散 子 群 ， 使 得 
G/T ABFA, MEX Sete, 令 CODEX EH 
有 紧 支 集 的 连续 函数 空间 ，L?(X) 是 X 上 的 二 次 可 积 函 数 空间 ， 
MSEC G), FABRE L(G/T) 上 的 紧 积 分 算 子 如 下 : f» 
gEL(G/l), 


f*g(x) CRU 
= -1 d 
I. Dut (ry Jg dy 
=Í Ki, DIAY, 
a/r 


其 中 
Ky(x,y) = Sf Gyy t) 


ver 
ESB. UK Did fg, 则 Kj 便 是 积分 算 子 Hs 的 核 . 设 
KACHRARTE. mRoRECHRBR, Wk, EK, 


e(kgk/)-2e(g), geG. 
车 fECceCK\NG/K)， 则 定义 Fourier 变换 


HORE f SEDs, 
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m(w) = (€ C(KNG/T) : feb =f (od, 
VfEC.CK\G/K)}, 
则 可 以 证 明 ， 存 在 or， 使 得 


L*(KNG/D) = Cm». 
在 m(o,) 取 标准 正 交 基 VU, QU), Xx FEE AI 


Ks(x.y) = Sy Top OPO). 
1-0 j-1 


于 是 算 子 多 7 的 迹 便 是 
“wi=| K5(x,x)dx = S mfo), 
另 一 方面 ， 设 


G, ={xEG:xY 2yx), Ty,=G,NT. 
以 {7} 记 7 HER, N 
(v) =G/G,, 
mek, Fy CB) = fCxyx™!) 是 定义 在 C/G, 上 的 函数 、 作 计算 ， 


K , d = | x^)dx 
I. e *) * G/T Daley ? 


-| > D>) fGax- dx 


€/P {y} ety} 


= El, Fyd ` f... dx, 
这 样 我 们 比较 两 个 计算 迹 tr 多 的 结果 便 立 刻 得 到 以 下 的 Selberg 
WAX: 
> mif (o) = 2 vol Ty) f, F,(2)dz, 
这 个 公式 显然 推广 了 Poisson 求 和 公式 。 
但 是 如 果 我 们 减弱 假设 ， 只 要 求 G/T ARREARS, MF 
题 就 复杂 多 了 .《〈 上 面 Selberg 的 第 二 个 迹 公 式 就 比 第 一 个 迹 公 式 
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复杂 .) 自然 会 问 , 如果 把 Selberg 所 处 理 的 迹 公式 中 (PSL(2,R)， 
DX (G,T»,G 是 任意 既 约 代数 群 , 则 高 维 的 迹 公式 是 怎样 的 ? 
Arthur [1] 首先 解决 了 任意 弃 约 群 的 迹 公式 问题 。 在 随后 的 一 系 
列 文章 中 , Arthur 把 他 的 迹 公 式 的 每 一 项 作出 明显 的 计算 。 一 方 
面 , Langlands 的 国 性 原则 (Funectoriality principle) 说 可 以 用 迹 公 
式 比较 不 同 的 群 的 调和 分 析 ， 另 一 方面 ， 如 引言 中 所 提 及 ， 用 迹 
ARK MRA LRA ASL oe, EKA MRE. 
人 们 发 展 了 所 谓 “stable twisted trace formula”, jx Jj mii 的 结果 
可 在 将 发 表 的 IAS (Princeton) Trace formula seminar of Lang- 
lands 1984 中 看 到 。 最 后 ， 我 们 指出 Jacquet-Lai 从 另 外 一 个 角 
度 发 展 了 相对 迹 公 式 ， 
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Tom dB 
RACH elliptic element 171 
CHAK elliptic element class 171 
英文 开头 的 名 词 
Banach Zrjü] Banach space 73 
Bruhat 4 fX Bruhat decomposition 56, 175 
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C- 代 数 C*-algebra 74 
Eisenstein 级 数 Eisenstein serie 143, 180 
Hecke 代数 Hecke algebra 85, 91, 99 
Hecke 有 限 Hecke finite 129 
Hecke RT Hecke operator 140 
Iwasawa 分 解 式 Iwasawa decomposition 6 
Jacquet 1& Jacquet-module 67 
Maaf-Selberg XXX Maaf-Selberg relation 155 
Schwartz fw Schwartz function 128 
Schwartz 空间 Schwartz space 128 
Schwartz-Bruhat 空间 Schwartz-Bruhat space 46, 128 
(0, K) RA (3 ,K)-module 6 
* -表示 x* -representation 78 
x» -Banach 代数 * -Banach algebra T6 
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# 5 À 5 


SF (yy Be) 

A 

- 
SCN, #) 

_ EG@,%,2 

Mz) 

K(x,y) 

Ky(x,y), Kp. (2,9) 

Ke, 

Kg, 

ki (x,f) 

kt, f) 

IP 

ih) 


Llus 


8, 44, 132 
150 
150 
136 
143 
145 
170 
17i 
181 
181 
173 
183 
179 
188 
179 
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常用 的 符号 


有 理 整 数 环 

有 理 数 域 

实数 域 

复数 域 

Adele 环 

LX) X 上 的 二 次 可 积 复 值 函数 空间 
COX) X 上 有 紧 支 集 的 连续 复 值 函 数 空间 
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